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RESUMEN. Este trabajo fue presentado en el concurso de monografias de la Unién Matemética
Argentina, en homenaje al Dr. Jorge D. Samur en el 2004. El mismo resulté premiado. El tema
propuesto fue el Teorema Central del Limite. En el escrito comenzamos con un pequefio resumen de
la historia que lleva este teorema. Exponemos la demostracién que dio William Feller del mismo y

finalizamos el trabajo mostrando algunas aplicaciones conocidas y otras no tanto.

Palabras claves: Suma de variables aleatorias, convergencia en distribucién.
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1. Introduccién

En esta monografia nos dedicaremos al estudio del Teorema Central del Limite. Comenzamos
en el capitulo 2 presentando una breve resena histérica. En el capitulo 3 incluimos algunos resulta-
dos preliminares que consideramos necesarios para una mejor comprensién de la demostracién del
Teorema. Se desarrollan algunos aspectos de la Integral de Lebesgue - Stieltjes y de las funciones
caracteristicas. La demostracién completa se encuentra en el Capitulo 4. Vamos a exhibir la realizada
por William Feller en [1] que se basa en parte en la realizada por Paul Levy. Por tltimo, en el Capitulo
5, mostraremos algunas de las aplicaciones que se le dieron al Teorema.

En el desarrollo de este trabajo vamos a considerar conocidas las definiciones y propiedades
bésicas de la probabilidad. También obviaremos algunos pasos en las demostraciones que surgen
exclusivamente del trabajo algebraico de ciertas expresiones ya que nos alejan del interés central

de esta monografia.



2. Breve resena histdérica

La Teorfa de la Probabilidad surgié en el siglo XVII en Francia, cuando los reconocidos matematicos
Pierre de Fermat y Blaise Pascal comenzaron a interesarse en los juegos de azar, a raiz de lo cual mu-
chos matematicos de la época empezaron a introducirse en el tema, entre ellos Abraham De Moivre,
Chistiaan Huygens y Jacob Bernoulli. Asi fue como se fundé definitivamente lo que hoy se conoce

como Teoria de la Probabilidad.

Como en toda drea de la matemaética, era necesario establecer una estructura adecuada para la

investigacion de esas “experiencias aleatorias”. Para tal fin se crearon las llamadas variables aleatorias,

objetos fundamentales dentro de la Teoria de la Probabilidad. Estas representan resultados numéricos
obtenidos a partir de la realizacién de un experimento; y matematicamente se modelizan como una
funcién a valores reales definida sobre el conjunto de posibles resultados del experimento (espacio
muestral). Mientras se fue avanzando en el estudio de estos sucesos azarosos, resulté cada vez mas
frecuente la necesidad de relacionar muchas variables para poder analizarlos. Surgié naturalmente de
esta manera el problema de estudiar la distribucién de la suma de una infinidad de variables aleatorias.

Los dos resultados fundamentales vinculados a este problema son la Ley de los Grandes Ntumeros
y el Teorema Central del Limite.

Este dltimo establece que la distribucién de la suma de una gran cantidad de variables aleatorias
independientes, bajo ciertas condiciones adicionales, se aproxima a una distribucién Normal. Mas
adelante estableceremos cudles son estas condiciones. Por ahora, nos dedicaremos a hacer un repaso

de céomo evoluciond histéricamente este teorema.
Empecemos por aclarar que la denominacién Teorema Central del Limite, es relativamente re-
ciente. Fue utilizada por primera vez en 1920 por George Polya en uno de sus articulos [2]. El término

“central” significa “fundamental” o de

‘importancia central”.
Su primera aparicion, en su versién mas sencilla, se produjo en 1718, cuando De Moivre publicé y

demostré en su libro “The Doctrine of Chances” [3] la aproximacién de la distribucién binomial
B(n, p) simétrica (p = 1/2) por lo que hoy conocemos como la distribucién normal N (np, \/np(1 — p))
para valores grandes de n. En la forma general actual del Teorema Central del Limite, el resultado
de De Moivre indica que es posible aproximar por una distribucién normal, la distribucién de la
suma de n variables aleatorias de Bernoulli independientes e idénticamente distribuidas con p = 1/2
(va que, en efecto, esta suma tiene la distribucién de la binomial antes mencionada). En realidad,

De Moivre noté que cuando el nimero de repeticiones de una experiencia (que consistia en lanzar



una moneda) aumentaba, la forma de la correspondiente distribucién binomial se aproximaba a una
curva suave. Entonces razoné que si podia encontrar una expresién matemadtica para esta curva,
podria resolver problemas (como por ejemplo, calcular la probabilidad de obtener 90 caras en 150
lanzamientos) de manera mucho més facil. Esto es lo que hizo y esta curva es la que hoy llamamos
curva normal. Su importancia, y por ende, la de la distribucién normal, recae principalmente en que
muchos fenémenos naturales tienen, al menos, una distribucién aproximadamente normal. En 1809
Gauss desarrollé la férmula de la distribucién normal y mostré que la distribucion de los errores
cometidos en las observaciones astronémicas, se adaptaba perfectamente a ella.

Mas tarde, alrededor de 1810, Pierre Simon, marqués de Laplace, mostré que bajo condiciones casi
siempre alcanzadas en la practica cualquier suma de un nimero considerable de variables aleatorias
mutuamente independientes e idénticamente distribuidas puede aproximarse por una normal. De esta
manera, Laplace generalizé el resultado de De Moivre. En su “Théorie analytique des probabilités”
[4]. que publicé en 1812, dej6 enunciadas las bases del teorema, ya que, aunque nunca lo formul6 en
su forma maés general, se deduce del mismo método utilizado en cada una de las aplicaciones. Ademsés,
logré demostrarlo para distribuciones discretas cualesquiera y para ciertas distribuciones continuas,
pero no realizé ninguna prueba rigurosa que lo hiciera véalido para distribuciones arbitrarias.

Los pasos siguientes hacia la formalizacién del teorema los dio Siméon Denis Poisson en 1824, quien
mejord y generalizd la demostracién de Laplace. Poisson realizé la prueba para variables independientes
e idénticamente distribuidas, primero para una suma y luego para una combinacién lineal. Lo siguieron
Johann Dirichlet, Friedrich Bessel y Louis Cauchy, quienes dieron distintas pruebas para los resultados
ya establecidos. Por su parte, Cauchy lo conecté con una forma maés abstracta y con una perspectiva
mas moderna de la teoria de errores, dandole asi mas relevancia en el campo matematico.

Sin embargo, las demostraciones realizadas por todos estos matemadticos, si bien importantes,
eran insatisfactorias en tres aspectos. En primer lugar, faltaba demostrar el teorema para distribu-
ciones arbitrarias, o sea, el caso mas general. Segundo, se deseaba determinar condiciones necesarias
y suficientes generales para las cuales fuera posible aproximar por una normal. Y tercero, determinar
el orden de convergencia de la suma, es decir, cuantas variables debian sumarse para obtener una
aproximacién considerablemente buena.

Estos interrogantes fueron resueltos por matemaéticos rusos entre 1870 y 1910. Los més importantes
fueron Pafnuty Chebyshev, Andrei Markov y Aleksandr Mikhailovich Lyapunov. Chebyshev y Markov

intentaron demostrarlo utilizando el denominado método de los momentos. Sin embargo, fue necesario



esperar hasta 1901 cuando Lyapunov, alumno de Chebyshev y companero de Markov, dio la primera
demostracién completa mediante funciones caracteristicas, que sélo establecia condiciones suficientes.
Estas se conocen como Condiciones de Lyapunov.

Este matematico, ademés de la demostracién del teorema, en 1923 propuso una cota superior del
error cometido al substituir una determinada distribucién por una distribucién normal (el tercero de
los problemas por resolver).

Finalmente, en 1922, J. W. Lindeberg establecié una condicién suficiente para la cual es vélida la
aproximacion de la suma de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas por una
variable aleatoria normal. La condicién de Lindeberg es mas general que las condiciones de Lyapunov,
y la enunciaremos en capitulos posteriores (ver [5, 6, 1] para profundizar en la relacién entre ambas
condiciones). De cualquier manera, la demostracién de Lindeberg del teorema, a pesar de ser directa, es
muy engorrosa. Se simplifica muchisimo mediante el uso de funciones caracteristicas, idea que debemos
a Paul Levy.

Nuestro recorrido por la historia del Teorema Central del Limite termina al llegar al ano 1937
cuando William Feller demostré las condiciones necesarias para su cumplimiento. Asi se resolvieron

los tres problemas que habian quedado pendientes hacia fines del siglo XIX.



3. Preliminares

3.1. Observaciones a la Integral de Lebesgue - Stieltjes. Durante el desarrollo del trabajo
utilizaremos la integral conocida como integral de Lebesgue - Stieltjes, la cual se nota [,, g(z)F{dx}.
Esta integral es una extensién de la integral de Riemann que permite integrar funciones mas generales
y sobre dominios mas generales que las estudiadas en el calculo elemental.

No desarrollaremos este concepto pues nos alejariamos de nuestro objetivo central, simplemente
aclararemos que esta integral verifica las propiedades de la integral de Riemann. Para buscar mas
informacién acerca de este tema ver [7, 6].

En nuestro caso F' serd una funcién de distribucién y vale realizar las siguientes observaciones:

OBSERVACION 1. Cuando F es la distribucion de una variable discreta X, la integral se reduce a

una suma.

Si P(X = ;) = p(x;) >0 Vi eI entonces

b
/ng{dx}: S gl@p(z).

i/a<z;<b

Una explicacion intuitiva de esta propiedad resulta de interpretar al diferencial F{dx} como p(x;) en

los puntos x; del recorrido de X y cero en el resto de R.

OBSERVACION 2. Cuando F es la funcién de distribucion de una variable aleatoria continua con

funcion densidad f, entonces f es la derivada de F' en todos los puntos donde F sea derivable, esto es

en casi todo punto de R. Luego la integral f: g(x)F{dz} se convierte en la usual integral de Riemann.

FEs decir,
b b
/ g(2)F{dz}) = / g(2) (x)d.

OBSERVACION 3. Sea F' una funcién de distribucion cualquiera. Es sabido que F se descompone

en partes discreta, absolutamente continua y singular en el siquiente sentido
F=F;+ F,.+ Fs.

Luego, tenemos por linealidad que

/abg(ﬂc)F{dx} = /abg(ﬂc)Fd{d:v} + /abg(x)Fac{dx} + /abg(x)Fs{dx}.
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3.2. Funciones caracteristicas. A continuacion desarrollaremos el concepto de funcién ca-

racteristica y algunas de sus propiedades que serdn de utilidad para llevar a cabo la demostracion del

Teorema.

DEFINICION 4. Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidad F. La funcién ca-

racteristica de F' (o de X ) es la funcion ¢ definida para ¢ real por

+o00
o(0) = / ¢ F{dr} = u(C) + iv(C),

—00

donde

—+o0

+oo
wQ) = [ eoscordst v oc)= [ sin(co)F{ds)

— 00 — 00

Desde luego, si F' es una distribucién continua con una densidad f, tendremos

+o0o
o) = / e f(2)dx

— 0o
Es claro que dada una variable aleatoria X, su funcién caracteristica ¢ representa la esperanza
. y X . _ y X
de la variable X es decir, ¢(¢) = E(e'X).
De aqui vemos que si X; y X5 son variables aleatorias independientes con funciones carateristicas

1 ¥ 2, la funcién carateristica ¢ de X; + X5 resulta

p(C) = B(e*11X2) = B(e X e’ X2) = B(eX)B(eX?) = ¢1(¢)¢2(0),

iCX1

ya que e y X2 son también independientes.

OBSERVACION 5. Dado que la funcion densidad de una variable con distribucion normal es-

1.,.2 -, s o
\/%e 2% tenemos que su funcion caracteristica es:

tandarizada es f(x)

p(¢) = e 3¢,

El siguiente teorema (ver [8]) asegura que cada funcién caracteristica corresponde a una unica
funcién de distribucion, hecho que juega un papel principal en la demostracion del Teorema Central

del Limite que aqui daremos.

TEOREMA 6. Dada la funcion caracteristica ¢ de una variable aleatoria X, la funcion de distribu-
cion F queda determinada de la siguiente manera:
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U _—iua —iub
, e —e
F(b) - F(CL) = Uhlgo %/U T(p(u)duf

con a < b puntos de continuidad de F.

Esta expresion se conoce como Formula de Inversion.

DEFINICION 7. Decimos que F es normalizada si los valores de F' en sus puntos de discontinuidad

x se toman como w, donde F(x —0) =lim; .- F(t) y F(x +0) = lim;_, .+ F(¢)

OBSERVACION 8. La normalizacién destruye la continuidad por izquierda de F en sus puntos de

discontinuidad. Sin embargo la funcion de distribucion normalizada determina a la original.

OBSERVACION 9. Si F' es normalizada la formula de inversién se cumple para todos los a < b

eR.

OBSERVACION 10. En la integral que figura en el miembro de la derecha de la férmula de inversion,

el integrando es continuo en todo R. En efecto, el mismo puede definirse en u = 0 por continuidad,

—zua_e—zub

teniendo en cuenta que lim, .o “— = b—a. FEl integrando también estd acotado sobre R por su

valor (b — a) p(0). Consecuentemente, para cada U real finita esta integral es una integral de Riemann
ordinaria, y al demostrar la formula de inversion hallaremos que existe el limite de esta integral cuando

U — .

DEMOSTRACION. Sea

1 U _—iua _ ,—iub
Iy = — %g@(u)du, cona<b e¢R.
27 J_y 1

Sustituyendo en Iy a o(u) = [ > e [{dz} y realizando adecuados cambios de variables, com-

— 00

binadas con operaciones elementales del cdlculo obtenemos:

+o00 U(z—a)
Iy = / Ju(z)F{dz}, donde Ju(z) = l/ sen (v) dv

T JU(z—b) v

—00

Como Jy esta acotada uniformemente en U, podemos intercambiar los extremos de integracion y el

limite con U — o0, en

“+oo +oo
lim Iy = lim Ju(z)F{dz} = /7 J(x)F{dz}

U—+oco U—+oo o

7



donde para calcular limy .o Ju (z) = J () utilizamos la cldsica férmula de Dirichlet [ %(”)dv =
7. Este limite dependera de donde esté ubicado x con respecto a a y b de la siguiente formas:
sia<ax<b

sizr=a,z=">
six <a,x>b,

J(z) =

ONl= =

y luego obtenemos asf

lim Iy (x) = %(F(a +0)— F(a—0))

+(F(b—0) ~ F(a+0)) + 5(F(b+0) ~ F(b~0)

F(b—0)+ F(b+0) F(a—0)+F(a+0)

2 2

Por consiguiente, si F' es normalizada o si a < b son puntos de continuidad de F, limy_, o, I, =
F(b) — F(a), y queda demostrada la férmula de inversién. O
DEFINICION 11. Sean F una funcién de distribucion, definimos m,, = fj—z 2" F{dx} y M,, =

fj;o |z|" F{dx}. Los valores de estas integrales son denominados momentos y momentos absolutos de

F' respectivamente.

LEMA 12. Si M,, < oo entonces la n-ésima derivada de la funcion caracteristica ¢ de una variable

X es una funcion continua dada por

R e

— 00

LEMA 13. Sim, < oo, entonces

©'0)=1im1 y ¢"(0) =—ma.



4. El Teorema

Dada una sucesién de variables aleatorias independientes { X} con k =0, 1,2, .. tales que

E(Xy) =0 EB(X})=V(Xy) =0},
denotamos mediante Fj la funciéon de distribucion de X y mediante @i su funcién caracteristica.
Llamamos S, = X7 + X2 + ... + X,, a la n-ésima suma parcial y s2 = V(S,). Por la independencia

de las variables aleatorias consideradas se tiene que s2 = o} + ...+ 02.

DEFINICION 14. Se dice que una sucesion de variables aleatorias satisface la condicién de Linde-

berg cuando

n

- / 2?Fp{dz} — 0, sin — oo para cadat >0 fijo.
Sh b1 z[>tsn

Si observamos que

o 1 2 1 2
5 = = v Fip{dr} + — r*F{dz} <
n n J|z|< tsy, Sn J)z|>ts,
1 n
< - / 1252 F{da} + — ) 22 Fi{dx} <
Sh |z|< tsy Sh =1 |z|>tsn,

IA

L[ 1<
2 / tQSiFk{d.'L‘} + 2 Z/ xQFj{d.%‘} =
n J—oo n j—1 |z|>tsy,

1 n
= 4+ Z/ ?Fy{dz},
Sn j=1 |z|>tsn

donde t es independiente de k. Deducimos entonces que si la condicién de Lindeberg se verifica en la

sucesién { Xy}, la tltima suma del segundo miembro tiende a cero y por lo tanto se cumple que
o2

(A) —; < e sin es suficientemente grande.
STL

También podemos observar que s,, — oo si n — oo.

TEOREMA 15. Suficiencia de la condicion de Lindeberg: Si la condicion de Lindeberg se satisface,
la distribucion de las sumas normalizadas Sy /s, tiende a la distribucion normal N(0,1).

9



DEMOSTRACION. Vamos a probar que la funcién caracteristica de S, /s, tiende a la funcién
caracteristica de N(0,1) cuando n — oo. Teniendo esto y mediante el teorema 6, resulta que las
funciones de distribucién correspondientes a .S, /s, convergen a la funcién de distribucién de N (0, 1).

Para llegar a esto tomaremos ¢ > 0 arbitraria pero fija y probaremos que

12
<P1(C/Sn) - (pn(C/Sn) — € 2¢ :
De los lemas 12 y 13 anterior surge que ¢}(0) = 0 y |¢{(z)| < o} para toda z donde ¢ sea

derivable. Tomando el desarrollo de Taylor hasta el segundo término

. / £ 1 CQ
eK(C/sn) = ¢i(0) + ¢5(0) =+ sok(t)f!sg
<2
= ¢i(0) + wg(t)—Q!SQ , 0<t<(.

Si n es suficientemente grande y por la propiedad (A), resulta

22
er¢fom) — 1 < B < o2

n

Dado que |y ((/sn) — 1| < eC?, se cumple que

<221(w~1))
e —p1...¢

— 0.

(1)

n

En efecto,

|exi= (D) — o] < Z |ePr(C/sn)=1 (¢ /sn)| <
k=1
n 4_2 n ) ,
< Y lew(C/sa) — 1 <05 Yot =0¢,

k=1 " g=1
donde la primera desigualdad se mantiene por la propiedad de los ntimeros complejos que dice que si
lar| < 1y |bg| < 1entonces |ay...ar—by...bx| <> 1 |ar —by|; mientras que la segunda desigualdad
se debe a que para cualquier 6 > 0 se tiene |e* — 1 — z| < J|z] si |z| es suficientemente pequeno. Dado

que § es arbitraria concluimos que el primer miembro tiende a cero, con lo cual queda probada la

validez del limite (1).

10



Ademas, por la continuidad de la funcién exponencial tenemos que |eZZ:1(¢k’1) — e*%42| — 0 si
y slo si | Yy (or — 1) + 3¢ — 0.

Por otro lado vamos a probar que | Y p_, (¢ — 1) + 2(?| es quivalente a

(2) /OO {e”gs" -1- i + ¢ Fp{dz}.

Sn 282

En efecto,

Z/w {—1 _my ];25} Fi{dz} =

k=1~ Sn

Zn: {— /O:o Fi{dx} — ;i/z vFip{dz} + ;;L/OO szk{dm}}

=1 >

>

n . 2
=> {1 - ;—CE(Xk) + Cag}

252
k=1
=> —l+55>
k=1 " k=1
= —1 _—
>+
k=1

Finalmente, sumando a ambos miembros Y°7_; ¢ (¢/sn) = Y py [ oo €7¢/5n Fy{dx} nos queda

probada la equivalencia.

Tomemos ahora el desarrollo de Taylor de la funcién e**¢/$» segtin el siguiente criterio:

. . 2,2 2,2
|efe¢/sn — 1 — %ﬂ = |91(</sn)42;% | < |§2:7;1 | con [01((/sn)| < 1, si |x| > tsp,

. . 2 2 3,3 3,3 .
¢/ 1 Ky G810y ) 52 < |27 com [02(C/5n)| < L si o] < s,

y utilizamos las acotaciones anteriores en la ecuacién (2):

11



zn:/oo |:eim§/sn 11— Z.??nc 242 :| B, {dl‘}

k=17 "

n

S /
kzz:l |z|<ts,

10 &
<% Z/ sz{dxH / 2*Fy{de}
s |z[<tsn n =1 lz[>tsn

k=1

34

Fp{dz} + Z /z

Fk{df}

|z|>tsy,

<t + / 22 Fp{dx},
1/ | >tsn

"k

donde por la condicién de Lindeberg el segundo término de

3+ / r?Fp{dz}
n =1’ z|>tsn

tiende a cero. Ya que t se puede elegir tan pequena como se desee, (2) converge a cero, con lo
n 1 2 .z - . . L3 .
que » 1 (¢r(¢/sn) — 1) + 5¢° también lo hace ya que probamos su equivalencia. Por consiguiente,

|eXi—1(ex=1) _ ¢=5¢%| = 0. Pero teniendo (1), llegamos a que |e=2¢" — ¢1...¢,| — 0 cuando n tiene a

400 que es la tesis del teorema. O

TEOREMA 16. Necesidad de la condicion de Lindeberg: Supongamos que s, — 00 y 0p/8, — 0.
Entonces la condicidn de Lindeberg es necesaria para la convergencia de la distribucion de Sy, /sy a la

distribucion Normal.

DEMOSTRACION. Puesto que por hipétesis 0,/s, — 0 cuando n tiende a infinito, dado € > 0
existe v, tal que ok /s, < € para todo k > v.. Luego, si k es tal que v < k < n para un n fijo, se tiene
que o /sn < o /sk < €. Ahora, fijando k resulta que ‘s’—: — 0 pues s,, — +o0o cuando n — +oo.

Ahora, utilizando la hipétesis de que la ditribucién de S, /s, tiende a la de N(0,1) tenemos que

(2) tiende a cero ya que habfamos probado su equivalencia en el teorema anterior. Luego

n oo ) 3 2¢2
Z/ |:elmC/Sn,_1_ZSx§+282 Fk{dﬂf}—>0
=) o n n

Usando el hecho de que cos z—1 —i— 2 >0, la parte real del integrando dada por cos( > ) 1+Z

252
es no negativa. De este modo, se ve que

12



oo 252
k=1
W RES
:Z cos| — ) —1
oo Sn 28,
k=1
n 22
=3 [ (5 ) Rl
b1 z[>tsn 23n
n 2
=1 Sn Jlz|>ts,
"2
+215272/ $2Fk{d$}
1 Sn Jlz|>ts,

— 1 2 -2 1 - 2
a <2§ # ) s Z/z|>tsnx Fictda}.

k=1

Para justificar la segunda desigualdad, debemos tener en cuenta que | cos z— 1+§| > |-1- 1+§| =

x2

2 . . ., . . s
|% — 2| y en la peniiltima de ellas teniendo en cuenta la regién de integracion tenemos que 7 > 1

y por lo tanto 72flm|>tsn Fp{dz} > % 22 F{dx}.

|z|>tsn
Observando la expresion

(B) <1g2 — 2t2> 1 En:/ 22 Fp{dz}

2 sp =1 Ja|>tsn ’

el ultimo miembro de las desigualdades anteriores , y al ser ( y t arbitrarias, las podemos elegir de

manera que dicha expresion sea no negativa. Luego haciendo tender

n 00 : 2,2
;/oo [6 Sn * 2s7 wldr}

a cero tendremos que (B) converge a cero para todas t y ¢. Por lo tanto, S% > orey flr|>t5 2?2 Fip{dr} — 0

y en consecuencia la sucesion X, Xo, ..., X,,... satisface la condicién de Lindeberg. O
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5. Aplicaciones

A continuacién vamos a mostrar algunas aplicaciones del Teorema que nos parecieron interesantes

(ver [9]).

5.1. Aproximacién normal a la binomial. Consideramos X; variables aleatorias indepen-
dientes de Bernoulli, todas con probabilidad de éxito p. Luego S,, = >__, X}, resulta una Bi(n, p).
El Teorema Central del Limite implica que la distribucién de S,, ~ Bi(n,p) se puede aproximar

con N(np,np(1 — p)) para n suficientemente grande.

5.2. Movimiento browniano. Si observaramos al microscopio particulas de algun liquido,
veriamos los movimientos cadticos e incesantes que éstas realizan. Este fenémeno fue descubierto por
el botdnico Robert Brown y explicado, como consecuencia de la agitacion de las moléculas del liquido,
por Albert Einstein. Daremos a continuacién un enfoque simple del problema, pero sélo para el caso

unidimensional.

Sea la variable X; la posicién de una particula en el instante ¢, suponiendo Xg = 0. Hacemos dos

suposiciones adicionales:

a) La particula no tiene inercia.
b) Las condiciones no cambian en el tiempo.
La primera suposicion la representamos postulando que los incrementos de X; son independientes,
esto es
b <te<...<t, = (X4, — X¢,),...,(Xy, — X4, _,) son independientes.
La segunda, postulando que X;4s — X5 = X; Vs, t . Esto significa que los incrementos son esta-

cionarios.

Para aproximar la ditribucién de X;, tomaremos un “paseo al azar” de una particula cualquiera.
Denominaremos ¢ al tiempo transcurrido entre impactos recibidos por las moléculas del liquido, y €
a la distancia que se desplaza cada particula con cada impacto, a la derecha o a la izquierda, con
probabilidad 1/2 cada una. Consideraremos lo sucedido en un impacto independiente de lo ocurrido
en los demas.

Sea {Z;} la sucesién de variables independientes que valen 1 dependiendo de si el movimiento es
hacia la izquierda o hacia la derecha, con probabilidad 0,5. Entonces podemos expresar X; = ¢ > | Z;,

donde n = [t/d] (donde “[.]” representa la funcién parte entera). En consecuencia E(X;) = 0y

V(X;) = [t/5]e?. Nos es natural considerar que los impactos son muy frecuentes y los desplazamientos
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muy pequefios, por lo que hacemos § — 0 y ¢ — 0. Llamando ¢ = lim(¢?/6), el Teorema Central
implica que, en el limite, X; es aproximadamente N (0, ct).

Una familia de variables aleatorias {X;} con incrementos independientes, estacionarios y con
distribucién aproximadamente normal con esperanza 0 y desvio ct se denomina un proceso estocastico

con tiempo continuo llamado “movimiento browniano” o “proceso de Wiener”.

5.3. Tamano de las piedras. Es facil notar que los tamafios de las rocas no son todos iguales.
En Mineralogia es de gran utilidad representar esta variacién mediante una distribucién. Un modelo
sencillo postula a la lognormal para estos casos.

Consideremos una roca de masa M. En el primer paso partimos la roca en dos, resultando de
esa forma dos piedras de masa MU; y M(1 — Uy) respectivamente, donde Uy € (0, 1) es una variable
aleatoria con funcién densidad F. Como la numeracién es arbitraria, podemos suponer que U; y
1 — U; tienen la misma funcién de distribuciéon. En el segundo paso volvemos a partir las piedras
en dos, y asi, en el n-ésimo paso, tendremos 2™ trozos de roca, cada uno de ellos con masa igual al
producto MW Wy ... W,,, donde las W; tienen distribucién F; (la Wi puede ser U; o 1 — Uj,etc.).
Si llamamos Z; = logW;, y X a la masa de cualquier particula, es logX = logM + > " | Z;. Si
suponemos que todas las W; tienen igual distribucién (y por lo tanto las Z;), para n grande, tendremos
que logX es aproximadamente normal por el Teorema Central del Limite, y por lo tanto que X es
aproximadamente lognormal (esta suposicién proviene de que si Z,, — Z y g es una funcién continua,
entoces g(Z,) — ¢g(Z)). Si bien nada nos garantiza que las suposiciones del modelo se verifiquen en
la realidad, el hecho es que la lognormal resulta en la practica una muy buena aproximacién para

muchas distribuciones empiricas de los tamanos de trozos minerales.

5.4. La actualidad. Hoy en dia el Teorema Central del Limite da apoyo al uso de la normal
como distribucién de los errores aleatorios de medicién. El error (aleatorio) de medicién en un ex-
perimento fisico estd compuesto de muchos errores pequenos no observables que pueden considerarse

aditivos.

También hay muchas situaciones en las que se puede justificar el uso de la normal a través del
Teorema Central de Limite, aunque no se trate de casos sujetos al error de medicién. Asi por ejemplo,
la distribucion de alturas de hombres adultos de cierta ciudad puede ser considerada aproximadamente

normal, ya que la misma puede ser pensada como suma de muchos factores pequenos e independientes.

15



Otro ejemplo serfa la distribucién del consumo de electricidad en una ciudad en cualquier hora dada,

la cual es la suma de los pedidos de un gran nimero de consumidores individuales.
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6. Comentarios finales

Si bien en la década del ’30 Feller demostro la necesidad de la condicién de Lindeberg para que una
suma de variables aleatorias converja a la distribucién normal, en la actualidad, diversos matematicos
siguen planteando nuevos interrogantes sobre el tema.

En 1980, Aratjo y Giné demostraron resultados que combinados de manera adecuada nos dan el
Teorema Central del Limite en su versién actual. Esta tltima, probada por Genedenko, describe la
ley limite de la suma de variables aleatorias independientes como una convolucién de una ley normal
y una ley de Poisson generalizada (ver [10]).

;Serd ésta la tltima versién del Teorema Central del Limite? ;O tendremos en este siglo la
oportunidad de conocer nuevas versiones que enriquezcan nuestra matematica?

Alguien dijo una vez: “Quien busca, encuentra. ..”

FIN DE CONTENIDOS
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