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EQUIVALENCIAS

1 pulgada = 2,54 cm = 0,0254 cm

1pulgada cuadrada = 6,4516 cm> = 0,0006416 m >

1 pié¢ = 30,48 cm = 0,3048 m = 30,50 cm

1 pié cuadrado = 929 em? = 0,0929 m’

1 libra-fuerza = 4,448 Newtons = 453,6 grs. = 0,4536 Kg.

1 Newton = 101,97 grs. = 102 grs. = 0,102 Kg.

I

1 K N (kilo-newton) = 102.000 grs. = 102 Kg. = 0,102t
1 Kilolibras (klb) = 1.000 libras = 4.448 Newtons = 4,448 Kilonewtons = 453,6 Kg.
1 Pascal (Pa) = Newton/m” = 0,0102 grs./cm> = 0,0000102 Kg / cm >

1 Pascal (Pa) = Newton/m? = 0,0001 N/cm? = 0,000001 N/ mm >

1M Pa (Mega Pascal) = 1.000.000N/m?> = 10,200 grs. /cm> = 10,2 Kg/ cm >
235MPa = 235N/mm? = 2400 Kg/cm>
1KSI =6,895 M Pa = 70,3 Kg/cm>

1 KIP

f

1.000 libras =453,6 Kg.

1 Kg-fuerza = 9,807 Newton
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Resumen: En las barras armadas con diagonales o presillas, sometidas a torsion y flexo-torsion, es

necesario conocer el valor de los médulos de alabeo, Cy, y-de torsidn, J.. Al presente la disponibilidad
de tablas o bibliografia que los brinden es muy limitada més ain en idioma espafiol, la cual es

practicamente inexistente.

Como es necesario saber el valor de estos parametros para calcular distintas secciones armadas esta

investigacion se centra en el calculo de los mismos.

Una vez determinados estos modulos, Cw y Ji, se esta en -condiciones de resolver, como se indica
arriba, problemas de pandeo torsional y flexo-torsional, siguiendo el criterio LRFD (Calculo por
Factores de Carga y Resistencia) — USA - y el europeo — Eurocédigo 3 - en las barras armadas con

diagonales o presillas.
Entre ambos criterios se realizan comparaciones, analisis y comentarios.

Abstract: In the built-up sections with components not in contact with each other, connected by
lacings or battens, subject to torsional and flexural-torsional efforts, it is necessary to know the value
of the warping constant, Cw, and torsional constant, J. The availability of tables or bibliography that

content these values is quite little. In Spanish practically does not exist.

As it is necessary to know the value of these parameters to calculate different built-up sections this

research makes focus in the calculation of warping constant and torsional constant.

Once specified these constants, Cw and Jt, we are in conditions to solve problems of torsional buckling
and flexural-torsional buckling, from the criterion LRFD (Load and Resistance Factor Design) — USA

- and the European criterion — Eurocode 3 — in the built-up sections with lacings or battens.
Among both criteria comparisons, analysis and comments are carried out.
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Capitulo I: Determinacién de médulos J; de torsién y C,, de alabeo

L-Introduccién. Las barras armadas unidas con disgonales y presillas, que en la mayoria de
los casos son de doble simetria y cargadas centradamente, ademas del pandeo por flexi6n, pueden
tener pandeo por torsidn en toda su longitud, v generalmente al igual que en secciones de alma
llena, la critica por torsion es mayor que la de la flexién, predominando casi siempre ésta. Pero
existen casos en que debido a espesores de los componentes de la seccién menores que lo notmal,
puede existir un predominio de la critica de torsion.

En los casos de barras de alma Hena,lasmnsmmmqueseusanenlasmcimpamcalcxﬁar

las carga critica, C  (médulo de alabeo) y J; (mddulo de torsién), en las secciones frecuentes estan
tabulados, y cuando no se encuentran en tablas, se las calcula mediante la teoria de las coordenadas
sectoriales.
P Pero en los casos de barras armadas, no o estan, y se debe aplicar convenienfemente la teoria
de coordenadas sectoriales, para calcular C, , como tambien calcular correctamente el valor J; , en
este tipo de secciones armadas.  Se deben transformar las diagenales o presillas, en una chapa
continua, en toda su longitud, de un determinado espesor, que se comporte de la misma manera que
las originales, es decir una chapa efectiva, siendo esto diferente para cada caso en particular.  Estas
chapas que reemplazan a diagonales y presillas, absorven nada mas que esfuerzos de corte, igual
que sus onginales, y representan el alma equivalente, convirtiendose en un marco cerrado, al cual
se lo debe tratar convenientemente.

2.- Alma equivalente de las barras armadas, unidas con diagonales. Representando
idealmente un reticulado tipo Warren (figural).
A las secciones de los cordones las Hamamos A
Ary Ay ala delas diagonales Ay vy alade :
los montantes A ,, pero en este caso no estan
solicitados por ningun esfuerzo. La distancia
entre montantes es a, y la longitud de las & Ag
- diagonaleses d.  El esfuerzo cortante tiene
poca variacién, y se lo denomina V. A,
Se reemplazan las diagonales por una chapa
continua, que tieme una seccién equivalente a
A., y aplicando el teorema de Castigliano:
igualando las energias de deformacién, provo- Figura 1
cadas por el esfuerzo de corte en un tramo a de
la viga real, a otro tramo con igual longitud de la viga equivalente, se obtiene para la viga
equivalente una energia W,

N
t
b,
i

A

V? ga/"i!

We=-SGA.

(h

En la viga real reticulada, el esfuerzo en la diagonal es +V /sena , y la energia por esfuerzo
de corte sera: ‘

_ o by (al2)
W= 3 EA sen‘a cosa

(2)
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igualando las dos energias queda:
. G _G. 1 .28 3  siendo G/E = 0385, s couscion
A, EAgsen*a cosa E h*a Ay queda:

y finalmente viene una ecuacion en la cual la imca mcogmtaes A, :

1. U385 24 @ . A — h’a .Ag :
B, HPa Ky T <0385 248 ©
sitndo A, = he ¢ = espesor de la chapa ficticia

de la misma manera, se obtiene para una viga Warren disimétrica (figura 2), Ia seccién equivalente

Ae:
a )

T

Figuma 2

© -+ A=

L _ 0385 4, 4
A, a.h Adl Adz

= 7)
2

Por igual camino, se obtiene A ., para una viga Warren simétrica (figura 3).

Figura 3
I 0388 28 o A =2 A4 o
A, Tah  Aa & ° 038 247
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Con el mismo cniterio, puede obtenerse A, para una viga Prat:

1 a ___,]
! Figura 4
h
L _ (AyJAn(1/sen’0) (g A, —_26 Ag cota__
A, 26.A4 cota ' (Ag/ A (1/sen’a)

Diagonales y montantes, 6 diagonales solamente, fueron reemplazados por una chapa equiva-
lente en toda su longitud, en ambas caras de la seccién de una columna armada, pero ésta chapa
esté solicitada exclusivamente por esfuerzos de corte, y no "por esfuerzos de flexion, figura 5.

Y | W

3.- Alma equivalente de);m barras armadas, unidas con presillas.- Para determinar el
alma equivalente de estas barras, se establece una igualdad entre la deformacion de la barra real so-
licitada por esfuerzo cortante, y la deformacion por el mismo esfuerzo en la barra equivalente.

En figura 6a puede verse una barra unida con presillas, y en la figura 6b la representacion es-
quemética ideal de la misma a traves de una viga Vierendel..

Denominando Jy al momento de inercia de los cordones, que en este caso son iguales, y Jp al
momento de mercia de las presillas, y suponiendo que la variacién del esfuerzo cortante V es peque-

fio y se puede tomar su valor medio.
En esta condiciones citadas, los puntos de inflexién se encuentran en los puntos medios de los

cordones, y en los puntos medios de las presillas, pudiendose escrbir la igualdad:

v.a

Th/2) =2 5 (12 T=V(/h a3

8

La deformacién en B (6 en A), tiene un valor 8/2, y se debe al giro 0, y a la flexién del tra-
' 3
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mo BB (6 AA), siendo 8; (figura 6b)

p=LO/2" Vah
EL — 12EL

A A 5
I
: F‘——'l———_"" ——= e======4 T
i Je h
i e
_IB' __l 11
Figura 6a 2
Vy2
' 82
52 :F At_____l’ LS :*:
Vio E AL T Vo h
t/z -—é-;./*— / i[
62 Bl VP L +
D 18 5
v/2
a a
- | |
Figura 6b
La deformacién (flecha) en B sera;
QIZ) (3f2) ah 32 (15
+ 2 | a5 .
=05 3 E J 24E ¥ | 27,

Igualando con la deformacién del alma en la viga equivalente:

2
Na& Va[ah_'_ a] (16)

GA. 24E | B 2L

y en esta ecuacion la tnica incognita es el valor de A,

1 __ G |ah_ 2" | 45 Siendo G/12E = 0,032, viene

A. ZE| 3 273

d = o032 2R 4 2| g A= (23; %) (19)
A ¥ 2] * 0032 afake+t2hih]

Se analizo el caso de cordones iguales, en el caso de cordones con inercias diferentes J 1Y Jz,
un céleulo tedrico igual al anterior, darifa el valor de A,

k4
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‘- ] l-ah a’ 3 & =B [
(20 = (0,032 L 2
A, l ¥ G +1) w alp(hi+th)y +12hh L (L + 1)

El tercer sumando del corchete, es muy pequedio y se puede despreciar, quedando:

2

, | ah a ; + J,) §
@ — = 0,032 = 22y A, Lo’ oF
A Vil [Jp (314—32)] @D A = S0 ah O+ Iy + 70

Entonces cuando Jy y J; no son muy diferentes, se puede tomar su valor medio y despreciar el
tercer sumando ( lo de despreciar queda a eriterio del caleulista).

Puede verse que en cualquiera de los casos, la seccién queda reducida a un cajon cerrado, figu-
ra 5, y de esta forma se pueden deternnmar los valores de Cy, y Ji.

El médulo de alabeo esté4 ligado a torsién no uniforme 6 torsién impura, y se debe tener muy
presente que las chapas que reemplazan a las diagonales, solamente pueden tomar esfuerzos de cor-
te, o de torsién pura, por lo tanto los perfiles (parantes) que componen la seccién, son los micos
que estan solicitados a flexion, e intervienen en la determinacién de Cy,.

En cambio el médulo de torsién esta ligado a la torsion pura, la solucién exacta es bastante
compleja en secciones cajon, siendo mas accesibles la analogia de membrana, que dan soluciones
muy cercanas a la realidad. Pero la nanalogia hidrodinamica, ofrece valiosos resultados, casi reales
en secciones cajon de paredes fmas, donde la tension varia nmy poco a lo largo del espesor de la pa-
red, si se compara con la variacién a lo largo de las longitudes de los lados. Se obtienen los siguien
tes resultados para una seccion hueca asimétrica, figura 7:

3 =
2 a*b* M . T J
f=—— —@y J=——0en |ho——-=dg
e i R I !
h, h, hy h, ][:hi- l
La tension debida a Ia torsion T,  lo lar- = Mo
go de un lado del cajén, de espesoc B | |
Q@ =1,2,3,4) vale , Yy
: [
’ :
I -h-————[—
; 7
ri=—-i_.(}.3=-——‘u£———(zs} SR ¢
Sa'b'hl 8abh,, :
Figura 7

Aqui B es el ngulo de torsidn por centimetro de longitud, G ¢l médulo de elasticidad trans-
Versal (kg/ cm ) ¥y M el momento de torsién (kg cm). Estas ecuaciones sencillas, son vélidas si las
paredes del cajén son delgadas; si son gruesas dan valores demasiado pequefios, cuyo error, para va
lores de a/h 6 b/h =10, pueden ser hasta un 7%.

El baron de Boutteville, daba para secciones de paredes gruesas, la siguiente solucion practica
aproximada, que introduce una correccion para los valores de J; y de T;, correspondientes a las sec~
ciones de pared delgada:

5
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4

-J

32 a* bh*

@) I=dot D dpy  wmtitrue) I, =2l o
\ : % 4
R
1

a; es el semilado de espesor h;, de modo que, en este caso, es
a'=a,=ay a,=a,=b.

9
29 e.r:‘”- = f?.,‘:t (0;667 a; 0 210 h; t;g ha ) para :..E....< 1 p

: h;
: 4 & : 2 a;
(30) e]:.Pi = hi (0,66( a; — 0,210 h‘J e 0] h
o, e ko M :
By Y % J
)
Sl 2 a;
(32) T:?"=hi 1— b £ me—————="~ PATH *2_32.(32
T a; -] h: .
Ch
h;
JI 2 G,

(33) Tpi = Ry

3 _ 3,2
para I T

1

Las méaximas tensiones cortantes se producen en los puntos medios de los lados, en su borde
exterior. El baron de Boutteville, ha aplicado también este procedimiento, a otras secciones hue-
cas, (disertacién en la Escuela Superior Técnica de Munich en 1.930), y todavia estas ecuaciones
siguen dando buenos resultados.

Actualmente esta el método de C. Weber, Dym {r:_1 Fﬂ

en el que se tienen en cuenta los dngulos redon- ““‘Tr f
deados en el interior de la seccion cajéon. Otros T,_ ﬂf__ | |
autores lo presentan, como en fig. 8, y ecnacién hu f : h | h
' _L ! S, { ‘l i |
2 hi b: 8 8, 0¥ = f‘
b = T &7 e
hd,+b8,-67-5 e — b
Siendo esta ecuacién, no tan general como Figura 8 Figura 9

la anterior. La seccion equivalente, queda con-
vertida en un cajon, y tratandose de perfiles doble te o U, quada un cajon con salientes en los cuatro

bordes como se ve en figura 9, en la cual pueden verse tambien el trazado de las lineas de tension T
En la parte anular del cajén cerrado las T; tienen el mismo sentido en el exterior e interior, mientras
que en las partes salientes tienen sentidos contrarios. . Por consiguiente, estas partes salientes, con-
tribuyen poco y nada a resistir el momento torsor y tampoco tienen influencia en la determinacién
del médule de torsion J;, no se las tiene en cnenta divectamente, se desprecia su valor.

6
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La diferencia en estos casos es que, los espesores de los componentes no son constantes, sobre
todo el espesor de la chapa que reemplaza a las diagonales o presillas.  Siguiendo Ia teorfa hidrodi-
ndmica y teniendo presente la variacion de espesores, se llegan a muy buenos resultados al calcular

el valor de J;.
Aplicando el eriterio hidrodindmico, se tendran para los diferentes espesores, el momento tor-

sor My; = area;.T;, yeltotal M, = Z areas; . T;, ademas las tensiones guardan una determina-
da relacion con sus espesores: t; Ty = t3 Tz = t3 T3 = ~eememe— de modo tal que se puede cal-
cular M; total, en funcién de una de las tensiones, y con ello J.

Recordando que:
0N 7M. GO ,p_1 6h 6Nz _M
Wl G 2 G W‘I.G
(38) g M __ M () , _Wh
W,Gh J, G ' 2
2

@0) W, =Y areas

Ejemplo: dos perfiles laminados normales doble te, de doble simetria, fabricacién europea que
componen una seccidn armada, unidos por diagonales, como se ve en figura 10 , con sus datos
extraidos de tablas:

~—34.64 —

angulares alas iguales 30 x 3 mm

- ___)!; e DATOS: perfil normal doble te 200 mm

h X , _.._j. R I 4 2 - ' 2 .

' ® o 17 A=334x2=668cm  Al=33,4cm 1x=8,00 cm

b i o J[_r_‘a— oy

) lgc‘-t b ho =30 iy= 1,87 cm (I)'F=_2,55t/crn2 b =90 mm
tw=75mm  t=113cm Jy=2.140 x 2 = 4.280 cm*

| E=2100t/cm” G =8077t/cnt

i hy = 30cm I, = 15.030 cm®

Figura 10 Ag = 1,74 cm” 2A4 = 348 cm?

Como primera medida, convertir las diagonales en una chapa equivalente continua, aplicando
ecuacion (9)

Ac = [34,64x30%/0,385] [2x 1,74/ 2 x 34,64%] = 3,3898 em” = 3,39 cm®
301=339em” . . 1=339/30 = 0,113 em-———0,0565cm cada chapa equivalente

hy = 20+0,113 = 20,113em  t;= 1,13+00565= 1,1865cm (t;/2)= 0,59325cm
7
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(hw/2)= (20,113 - 1,1865)/2 = 9463 cm i se hubiese tomado et perfil, despreciando et
espesor de la chapa, vendria: (h,.,/z) = (20-1,13)/2 = 9435 coa —— error 0,3%

Los dos doble te 200 de doble simetria, con la chapa equivalente se muestra en figura 11

ho=30cm h,=18926cm
b/2=450cm ty=075cm

te= 1,L13cem , t=0,0565cm

Figura 11

Aplicando la teoria hidrodinamica:
M = 15x18926x0,75x2T, = 425835 T,

M, = 4,50x9,463 x 1,1865x4 14 = 202,100 T,

M,z = 10,028 x21 x 00565 x2 T3 = 23,800 Tj

T, =tension de corte en el alma de los perfiles doble te de doble simetria.
T, = tensién de corte en las alas mas chapa, de los perfiles doble te de doble simetria.
T3 = tension de corte en las chapas equivalente a las diagonales.

Teniendo presente que: 0,75 T; = 1,18765 T, = 0,0565 T3
Reemplazando Ty y T3 enfunciénde T) viene: Ty = (0,’1'5/ LIR6S) T, ;

y T3 = (075/0,0565) 1,

My = =425,835 Ty

2
S
1

= 202,10 (0,75/1,1865) T; = 127,750 1,

ES
w
|

23,80 (0,75/0,0565)T; = 3159301,
Y M = 869,515 T

en funcion de T, queda: Y My; = 1.375,57 T2

en funcion de T3 queda : Z Mii = 65,500 T3

8
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Con estos datos, se est4 en condiciones de calcular J;:
En fimeion de Ty, v aplicando ecuacion (39) queda:
Jo= W (h/2) = 869,515x15 = 13.042,725em"
En funcién de T, viene: J, = 1.375,57 x 9,463 = 13.017.02 em*
En funcién de T3 viene: Jy = 65,50 x 10,028 = 656,83 cm

Para su cdlculo se pueden seguir varios caminos, algunos mas acertados que otros:
1) Caleular el promedio:

(1/3)Y 3 = (1/3)[ 13.042,725 + 13.017,02 + 656,83] = 8.905,53 cm®
2) Caleular de acuerdo a las longitudes de cada espesor:

— 13.042725x 18,926 + 13.017.02x9 + 65683 x21 __ 774965 cm*
18,926 + 9,0 + 21,0

Jy

El error entre ambos resultados es del 14,9 %, siendo mas real este tltimo.

3) Con el mismo criterio anterior, pero con pasaje no tan brusco, entre el espesor del ala del perfil
de 1,13 cm y el espesor de la chapa equivalente de 0,0565 cm ¢ /u, con una variacién a 45°, como

. se ve en figura (12), pero para mayor facilidad se lo reemplaza por un diente, cuyo espesor es la
mitad del espesor del ala, y longitud de 1,13 cm, obteniendose:

M1 =15x 18,926 x 0,75 x 2 Ty = 425,835 Ty tp=1 13)r_4,50 i 75

M;=337x9463x 1,1865x41,=1513511T, | A VA b .
T = —; T : T

Mg =1,13x9,7175x 0,565 x4 T4 = 24817 T4 B L— L b 3

M3=10,028x21,0x0,0565x2 T3 = 23,80 T3

Teniendo presente la relacién entre espesores y

tensiones de corle viene en funcibn de T;:

Mg = = 425835 T,

M;>=151.35x (0.75/1,1865) T; = 95,6701,

32940 T,

M4 =24,817 x (0.75/0,565) T,

M3 = 23,80 % (0,75/0,0565) T; = 315931,
My = 870387,

En funcién de T viene: » My = 1.376,94 T

9
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En funcién de T4 viene: ) My; = 655,68 T,

En funciénde T3 viene: Y My; = 6557713

Con estos resultados, y aplicando ecuacién (39) se puede obtener el valor de J, en funcién de T:
En funcién de Ty queda: J¢ = 87038 x IS = 13.055,70 cm*

En funcién de T, queda: Jy = 1.376,94 x 9.463 = 13.029.98 om*

En funcion de Tq queda: Jy = 655,68x9,7175 = 6.371,57 cm®

En funcion de T3 queda: J¢ = 6557 x10,028 = 657,53 cm®

Calculando de acuerdo a las longitudes de cada espesor J¢;

Jo= 13.055,7 x 18,926 + 13.029.98 x 6,74 +6371,57 x 1,13 x 2 + 657,533 x 21

= 4
18926 + 674 + 226 + 21,0 =7.421,86 cm

El error cometido con el anterior es del 4,4 %, llegandose a un valor menor al anterior, y se puede
llegar, teniendo en cuenta la variacion del espesor, en las alas del perfil, a valores mas pequefios.

Pero J no es igual al promedio de los Jy, éste esta en funcion de los Oy, por este camino se
obtiene un valor irreal, el real es menor (15 % menos). Analizando una seccion cajon (figural3l),
aplicando la teoria hidrodindmica viene:

(41) My; = 4abh; T, 42) hyT; = hy T,

-+
(43) My =4abhy 1,

Mtz ZMﬁ = 43bh1 T]+4ﬁbh2T2 {44)

Poniendo T, en funcién de T, se tiene:

(45) M; = 8abh, T, (46) M; = 8abh, T,

@D L M @) . M

Rabh[ ahhzs.
@) T M GO o_Y1__ M i
" G 8abhG " b 8ab’h G 8ab’hy= Jy1 (51)
G2) o, _T=_M_ = 63 _ya_ M ,
G 8abh,G N s T Rathha0 8a’bhy= 1 (54)
tomando el promedio de los 6 queda:

2 by hy| 16a7b2G | hy hy| 16a’b2G
a b ' a  b-
hy hJ

10.

| s .6 M
69 Dutle- 16:;41;26,'}1’ g =—l‘§-1-,—|_a +_]=+
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El denominador de la ecuacién (5 5) sm G, constituye el valorde J, , que se ha visto en ecua-
cién (23), pero en este caso en una seccioén que tiene dos lados iguales enfrentados.
Viendolo esto de otra manera serfa-

69 8i+0, M1 1] M S, 255 6D
2 2G|l G2l ) ¢ Jp+ Jp
Ji+1

- Enel problema de 1a figura 11, los cordones horizontales tienen espesor vanable, se debe bus-
car un espesor constante equivalente a los dos espesores, y teniendo en cuenta el baricentro de los
angulares, ue serit el baricentro de la chapa que reemplaza a estos y (e tiene vn espesor de 0,0565
cm (calculado con ecuacion 9) en paginas anteriores, El calculo del espesor es (figura 14):

dngulo30x3 ,e=0,84

4,50x1,13x2+30x0,0565 =30 t, .

« ¢ 11,865
t.= =) s —_ Il 5
e _3-6—— ; 0,3955 cm o
(cudl es la distancia entre baricentros, de las alas y chapa, con h
respecto al de la seccion total ? 2
1200
hy=0,75 cm h;=0,3955 cm A b _.i
: 30—
El baricentro del angular de 30 x 30 x 3 mm es de 0,84 cm Figura 14
22=19,27
_ 9.0x1,13x9,435+0,0565x30x 10,84 _ : 2
he = =5 5113 +0,0565x30 = 9,636 em T — “'Ii 4
con los datos de figura 15, y ecuacién (55): o | I
A olle :
2 2 !
15,0 + 9.635 | I
0,3955 0,75 I | hyy |
Usando la ecuacién (34) y con datos de ﬁguré' (16) vendria: 41‘ T = ‘t
'hy=0,75 - h;=0
82 =0,75 8, =0,3955 N
: Figura 15
2 2 _
4
J, =— 2 x 30 xI192r x0,3955 x 0,'2?5 2“"6.581.,680[11 bo = 19,27
30,75x0,7519,665 x0,3955 -0,3955° - 0,75 o e ont IR
El error entre estos dos ultimos valores es 0,00009 %, ambas T == -*
ecuaciones son iguales, la pequeiia diferencia proviene de los pro- | ] b
ductos y cocientes que son diferentes. Jy se puede calcular con A I ! %"
cualquiera de las dos ecuaciones, (55) que es tambien (23), ocon |l o |l L | I
ecuacién (34). =1 I =
Todo lo dicho anteriormente, es aplicable a secciones armadas i | ) B : +
de doble sitetria a fin de calcular el médulo de torsion J.  Solo I——= ——
consiste en calcular una chapa continua equivalente a las diagonales _____‘_,..i
o presillas, y luego con ecuaciones (23), (34) y (55) obtener el b=19,665
valor de J; buscado. Figura 16

11
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Analizando otra seccién, el camino seria el mismo. Una secciSn armada por cuatro dngulos
de alas iguales 100 x 100 x 10 mm, separados de centro a centro de gravedad de 50 cm en ambas
direcciones (seccién cuadrada), unidos por diagonales, siendo éstas angulares de alas iguales de 30
X 4 mm, figura 17.

IDatos: perfil angular de alas iguales £=100 x 10 mm
A=192x4=T68cnf  Ai=192 cnf iyl=izl=3,040mj‘
e=28cm - '.ilmin=1,95cm p=Ja=177 cm#
Jy=Jz-=4s.odo¢m4 iy=iz=25cm  b=10cm
E=2.100t}&n"- G=8077t/caf t=10cm

or = 2,50t/ cnf

Angular30x4mm  Ag =227cm” iy =0,58 cm

d=5773 cm a=5773 cm

Figura 17

Aplicando ecuacidén (9)

- a h Aﬂ 5773 XSO X2.27 —4 423 cmz

Ae 0385 2d 0385  S7.73°2 ,
50¢=4423 .. t=4,423/50=0,088cm 0,044 cm

en c/cara

El espesor de chapa es:
95x2x1+50x0,044=50¢t, .. t,=0424cm

la distancia de centro a centro de gravedad seré:

e =

B, _i5x2x1x27,32+50x0041&&_27394cm I !

95x2x1 + 50x0,044 o || [

hﬁ_ e [

< |

by = hy = hz = hy = 0,424 cm, y con ecnacion (23) 6 (35): 'Tl‘ : h_ )

SN || ;

_8 x 2739%4* . 4 ol hy ;

27394 e IS —
0424 4

Figura 19

12
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Una seceion anmmada, cuyos parantes lo componen dos perfiles laminados P L U N° 380 mm,
separados de 45 cm, de centro a centro de gravedad, unidos con diagonales de perfiles angulares, de
alas iguales (40 x 3 mm), como puede verse en figura 2¢), el camino a seguir seria similar a los ante-
riores, y seria:

b4 =
S i DATOS: perfil PNU 380 mm
x| nx
tu —E- — - 1 A=804x2=1608cni AI=804cn®  iy=14,0cm
+¢ ! i ,
,.:;J_,r---r?—_" 1z1=2,77 cm  OF=25t/cm> b=10,2 cm
< ho=45_|
tw=135ecm  t=160cm  Jy=15.760 x 2=31.520 cm*
: ot
= 6;5\96 E=2100t/cnf G=807,7t/c® €,=235em
= 2 angulos de alas iguales 40 x 3mm ~ OF=2,5t/cm’
& )
I min=0,78 cm A1qd = 2,35cm ex=107cm
+la _
4 re=121cm ry=121cm
Figura 20

Con ecuacién (9):

2 2
ah? A 51.96x452 2x235 2
- Dd 2 - 2 =4.578 cm
¢ 0385 2d 0,385 2x51,96°
45¢=4578cm> . . t=4,578/45=0,10cm 0,05 cm
! en c/cara
espesor de chapa :
102x16%x2+48x0,05=49,70t, . . te=0,716cm
102x16x182x2 + 005x48x2007 — 1o ana. -
= 2 2 2 2 B E) — 328 cm 2'-48,41
he 2x102x 16 + 0,05%48 a L
31 ! hy :
h{ =0,716 cm hy=135cm 3 |l |
2 2 .‘”8 || ;
16x 18,328%x 24205 . . .
J — 2 ] I
18328 , 24,175 66.457,19 - J ; |
1,35 0.716 |z B ALEATIE D
3 = 66,457,19““4 igue. 22

13
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Dos perfiles doble te de doble simetria PNI 260 mm, componen una seceion armada, separa-
rados de 40 cm, de centro a centro de gravedad, enlazados con presilias de 15 cm de alto por un

centimetro de espesor, como se ve en figura 23. Con ecuacion 18, se calcula el espesor equivalente
de una chapa corrida:

Doble te normales de 260 mm.

A = 1066cn® Al =533cm>  OF=25t/cm®
Jy = 11.480cm* Jyi = 5.740cm* iy = 10,4 cm
| 'Jz = 43216 cm#  Jz1 = 288 cm*  izimin=2,32cm
g i

‘lﬂ " i2=20,13cm E=2.100t/cn® G=807,7t/cm"
t = 1,41cm ta = 0,94 cm b= 11,3cm
Wy = 442 cm” Wy = 510 ai®

g Presillas

& 15 cm de alto 1 cm de espesor
5 ?

L_ o03alh g2 |-0032x90|—20 20 _|_lo6728
; I Lo 2x28125 = 2x288

Ay=148632cm” . . 40t=148632  {_ L%g;_;:: 0037 om
en cada cara 0,018358 cm de espesor equivalente.

espesor equivalente total:

11,30x 1,41 + 40x 001858 =40¢t, ¢, = 04169cm

distancia de la chapa al baricentro de la seccién:

- 11,3x1,41 12,295 +0,01858 x40x 13,50 _
he = T13x 1.41 + 0,01858 x 40 SEaain
hy = 0,4169 cm hy = 0.94 cm
2 .2 2 2
5, = 1687 b 16x20% x 12678 _ 5550 90 o

a, b 20 12,678
—— + A + 2
h, h; 0,4169 0,94

14
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Dos perfiles angulares de alas iguales de 100 x 100 x 10 mm, separados por una presilla de 13
x 1 cm, soldadas y con 70 cm de separacion, como se ve en figura 26, calcular J;

=11 1 e

X_'l}'t
]
!
Cawoddz, CG . _
2P T = 177 cm?t | Jpx=354cm?  iyi=ig=3,04cm

]
|

I

|

|

I

{ torsion :

‘ el Y- - -

| ’I’—Eigz;—ﬁ%* T Imin=733cm? | =77726cm* iy=4,50cm
j

|

!

I

i

|

]

R I
B
130 mm

A=384cm”  AI=192cm*  OrF=2,50t/cn’

100 mun

M Angulares de alas iguales L. 100 x 10 mm.
! .

I

|

!

[

[

I

l
l
!
1
|
|
i
|
I
|
!
I
I
1
!
|

AT
§ 2o == 1*' E=2.100t/cm®  G=8077t/cm® .e=282cm
S IR 11 .
™~ € v
| e .
i Fi 26 : ! Pres'l!las [30x902x 10 mm c/7_0 cm
L] X' p=664cm

Wy A~

Con ecuacién (18), se calcula el espesor de una cha pa corrida, en toda la longitud de la columna, e- I
quivalente a las presillas: ]

Jp = 9x1°/12 = 075 em® 35 =177 e
~L = 0050s |2+ -2 " 0032 x70) 584 4 2O 1l 20267 % —+
Ae kb 2L 075 2x177
2 2" ! N T ———
A.=0049cm® 9t =0049cm t = 0,049/9 = 0,00548 cm Y, 00 mm

t = espesor de la chapa corrida, equivalente a las presillas. - S 21
Esto significa, que se reemplazan a las presillas por una chapa corrida, de espesor muy pequeiio, de
OmﬁSmwnMendowhménmmmT con su alma engrosada en 0,00548 c¢m, para su com
portamiento a torsién uniforme, figura 27,

Si se busca J; de los dos angulares solamente, sin estar unidos por presillas seria:
h=(1°x95x2)2/3 =126660m"  Jipaps = (9x0,005483)/3 =0,00000049 cm*
Pero las presillas estan soldadas, trabajando como una seccién armada, variando el valor de J;:
h = (9,5%2,005° +20005x1%)/3 = 32,19 em*

y este tltimo valor debe multiplicarse por 1,12, mg@lamvesugamdndei(appus para tener en
cummlamaﬂaménenn'calayahm

= 1,12x32,19 = 36,05cm pero este no seria el verdadero valor, pues las presillas estan
soldadas en 15 cm de largo, y hay 47 sin soldar, se puede sacar un valor aproximado, por longitudes

Jy=(32,19x26 + 12,666 x57)/83 = 8,78 em® si es soldado serfa este valor, pero si es abulo-
nado conviene usar J; = 12,666 cm*, y esto seria una afinacién del célculo, pero esto tiene poca
importancia en el resultado final de lo que se quiere obtener (en pandeo por torsion)

15
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Dos perfiles angulares de alas iguales, formando cruz, de 100 x 10 mm, separados por presillas de
espesor 10 mm, y altura 15 cm, separacién de 95 cm, como se ve en figura 274 calcular J,.

W,

Angulares de alas iguales L 100 x 16 mm.

A=384cm’ A;=192cm’ Jx=560cm’

1
| S

ix=382cm Jy=995cm' iy=509cm
Yy1=J1=177cm® ly; =liz; =3,04 em

J;-;m=73,3m1‘ i;m-'-'l,%cm

- 3 _ _ 4 .
Presillam. Figura 27a, Jx~Jy=77726cm ix=iy,=4,50 cm

A T E=2.100t/cm’ G =807,7t/cm’
| 1] --} | : /L/J
' —_— |l — — ?
4| ot o Ji?

L~

Estos dos perfiles angulares, simbolicamente estan unidos con una presilla en direccién del eje X-X
fig. 27b », aplicando ecuacion (18), se calcula el espesor de una chapa comrida, equivalente a las
presillas:

4 ooszalr+ 2] 0,032x95r 339 4 95 kooo4
Ae . 25, - T[393.75 2x733

Jp = 14x15%[12=393,75 cm*

Ae=1/204=048962cm” 1,41462t=0,49 cm’
t=049/14142=0346 cm proyectandola se tiene en

cadaca;'a,tmachapadeespe_sort=0,2450m,ﬁgm27 c.
Calculando el momento de inercia de la zona sin presitlas:

1=19,5%1%/3}x2x2 = 12,666 cm*

y en la zona de presillas:
Je=[9,5x1,245%/3]x2x2 = 24,444 cm*

y como anteriormente se dijo, no seria el verdadero valor, las presillas estan soldadas en 15 cm de
largo y hay 80 cm sin soldar, se saca un valor bastante aproximado por longitudes:

Jo= (12,666 % 80 + 24,444 x30)/ 110= 15878 cm*

Si las presillas astan soldadas, este Gltimo valor seria el correcto, pero si estan abulonadas, conviene
usar 12,666 cm”, 16
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Dos perfiles angulares de alas iguales, de 100 x 100 x 10 mm, separados por una presilla de
15 x 1 cm, soldadas y con 60 cm de separacién, unidos en la punta de las alas, como se ve en la

figura, calcular J;

Angulares de alas iguales 100 x 10 mm
A=384cm’ A;=192cm’
Fy=25t/cm”  Jz=560cm’

Jx =560 cm® Jy=773 cm”

f Nmin=733 cm® ix=3,82cm

iy =4,48 cm 11 min= 1,95 cm

Jyxp1=177cm" €= 3,988 cm

iyj=ix1=304cm e = 282cm

h=46,164 cm

Presilla 150 x 14,5 x 10 mm (soldada)

Eamapd L

Con ecuacién (18), se calcula el espesor de una chapa corrida, en toda la longitad® dg, la
columna, equivalente a las presillas:

Jp = 1443x1°/12 = 1,178 cm* J; =177 cm*
e ’-h--:-—a— = o032x60 (212 4 80 043
Ae LJP 2] 1) 1,178 2K 73.1

Ae=009233cm” 145t =009233cm®  t = 0,09233/14,5 = 0,00638 cm

t = espesor de la chapa corrida, equivalente a las presillas.
Esto significa, que se reemplazan a las presillas por una chapa corrida, de espesor muy pequefio, de
0,00638 cm, convirtiendose la seccién en un cajon cerrado, con su alma engrosada en 0,00638 cm,
para su comportamiento a torsion uniforme, figura 27,
Pero las presillas estan soldadas, trabajando como un marco cerrado, y el valor de J; es, segin
ecuacion (23)

2 2
~ 32x(4,75)° x(4,75)
Ji = _ 4
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4.- Médulo de alabeo.

La determinacion del médulo de alabeo, en barras armadas, es similar al de las barras simples,
pero un poco mas complicada su demostracién, y depende del tipo de seccion.  Se debe tener
siempre presente que, los parantes absorven los momentos flectores que produce la torsion, y los
medios de enlace solamente corte, sean diagonales o presillas, figura 28.

' Datos del perfil normal doble te 200 mm
A=334x2=668cm’ = A,=334cm’
b=9%cm  ti=1,13cm  ty=0,75ém
iy=8ecm 1,—-1 87 cm 65-2 55t fom”

J=2.140x2=4280cm® h,=30cm

Jy=15.030 cm* G=8077t/om?

E=2.1001/cm>

Analizando el ejemplo anterior, dos P NI de 200 mm de altura, separados de 30 cm, cuyos
datos se conocen, se toma por comodidad al espesor de las alas del perfil, como constantes. Estas
secciones armadas trabajan como un doble te de doble simetria, en la cual ambos perfiles separados,
constituyen las alas de esta seccién de doble simetria, figura 29, tomando siempre para determinar
las coordenadas sectonales, las lineas medias de los espesores del perfil, tomando el de la derecha y
numerandolo para obtener los detalles:

‘3. ‘I_ b .
0 h‘"-- ho=30cm hg=1887 .cm
el
. b/2=450cm {x=0,75cm
e e S Lo SR -'
G'_..—_‘_'.—' =1 = te= 1,13 cm b=90cm
4 ===
y w3

Figura 29

4.1 — Calculo de las coordenadas sectoriales. Comenzando de 8; y'recorrido hacia la dere-
cha se las obtiene, pero cabe recordar que no son las verdaderas, a ésta hay que calcularlas en fun-
cién de las primeras (ver publicacion del autor “Torsién no uniforme, pandeo por torsién y flexotor-
sion, en barras de alma llena, afio 2.005)

19
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0- O

1 9,435 x4,5=42,4575

2.-474575+4,5x9,435=84,915
3.- 42,4575 + 15 x 18,87 =325,5075
4.-325,50,75 + 4,5 x 9,435 = 367,965

5325,5075 - 4,5 % 9,435 =283,05

yi
Estos valores pueden verse reflejados en g / §
el perfil esquemético de figura 30. § ¥ >
Se busca ahora la verdadera coordenada A
sectorial en punto 0::
4915 50x, 3 = 431792

18398246

(42,4575 + 325,5375)_ _13,87 XQRS =2.603,812

(367,965.+283,05) 9 x 1,13) -
DT 2

=3.319411
Y = 6346015

(o = 6.346,015 34,495 = 183, 98246

verdadero valor de c.s. en punto 0, y en funcién
de ella se calculan las verdaderas en otros puntos
figura 31. Lo mismo se puede hacer con el otro
perfil. v entonces el diagrama sefia ¢l mismo,
pero con signo cambiado, quedando finalmente
las c.s. como se ve en figura 32

— 141,525

2|
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Como el centro de gravedad coincide con el centro de torsion, estas seran las verdaderas ¢.s., y
en fimcién de estas se calcula el valor del médulo de alabeo.

4.2- Calculo del médulo de alabeo.  De acuerdo a lo estipulado en la publicacién "Tcxsmn
no uniforme” del autor, se sigue el siguiente camino:

[183,982462 + 99,06746 x 183,98246 + 99,06746 7] (9x 1,13) (1/3) =209.809,0737 cm®
[141,525% + 0 + 0 ](9435x0,75x2)(1/3)= 94.488,2900 cm®
[183,98246% + 99,06746 x 183,98246 + 99,06746°] (9x 1,13) (1/3) =209.809,0737 cm®

Y =514.1064376 cm"
Pero esto corresponde a un perfil, habré que mutiplicar por dos:

Cu =2 x 514.106,4376 = 1.028.212,875 cm®
Si se hubtese tomado la ecuacién conocida:

Gym B2 Jg = 30%x2x2.140 d ferencia del 6,77 %.

2 4

Pero el uso de esta Gltima ecuacion, habré que demostrarse, y oportunamente se hard. Se de-
betmerucuentaquesetoméelwpmordelaladelperﬁ} como constante, cuando en realidad no lo
es, si se tiene en cuenta esto,los resultados se hacercan mas., Analizando en forma simbdlica, y no
numérica veré a que conclusiones se llegan, con el calculo de las coordenadas sectoriales, figura 33:

= 963.000 cm®

0 © 14l 4 y
1) hyd _hyb 2) hyb_ b
_ i 2
3)ih,b 4 hwhi_hu®+4hy) i 0
v 4 4 G .
._X L b X (hy

4)£l®+4h1)+llzb _hy 2b+4h)
4 22 4 A4 _h__(b+2h1)'
5) hy(+4h) - hy b _hyh S L
)%(b l)__ _51,2_.; wil}) I.‘__.Y_,_,.r

o
Se busca el valor de la c.s. en 0: 2hy=h =

+
1)1 hy b, teb_ hyb’te 8 _
2)[_1_{11_“;3 4_53_@”11.)}]1;,;*____12_%1(2bu’h__l)_hwt@' s 4

)[_{_E_(Zb+4h1)+hwh}_lbtf _m(2b+8hl)btw
- + + 58
/(2bt;+hwtw)-—h"(b 2h1) (b h)._ (58
y esta es la c.s. en 0, calculandose con ella las demﬁs,ﬁgura34.
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4.3 Calculo de las verdaderas coordenadas sectoriales. :

0-.h +h ; '
lin (4B _ i

- hy(®+hy _hyb__hyh
4 3 4

2- hy(b+h)_hyb _hyth-b)
1 _ 2 4

.,.b'n

3.- hy(+h)_ hy(®d+2h)_ _hyh
4 4 4

4- hy(d+h) _ hy ®+h) __hy(b+h)
4 2 . 4

5- hy ®+h) _ hyh_ hw(h-b)
Sl S I

4.4 Cnleulo del modulo de nhbeo C,..

©-2) 1{ (b+1]*, he(b+h)hy -b)+F,L(11 b)]}btfx2=
4 4

_1 Byan’ b’ btex2 _ hy ’btr |, btr]x2
Tale T 4 12 |

(3-) 1 _,,_:w SR W Bete Hate
12 4 12

4

A

=.__~hwtw_lf_ £, 1% 2btr | 20ty Dy
Cwi E 4+-——4 1 -+ i

=-_h_2.. gw_tm B bitg By 2b3t[
4 [ 12 +‘4_' z]_i_-_ Iy (59 12 = Jy1

‘ El primer sumando entre corchetes, es el momento de inercia del perfil con respecto al eje
X — X, y el segundo sumando es el mddulo de alabeo de un doble te, o sea el mddulo de alabeo pro-
‘pio de un perfil con respecto a su baricentro, quedando en consecuencia la ecuacién

2 2 ;
ot ey B b
: respecto a su propio eje yi-y

Pero todo esto es para un solo perfil, o sea que se deberd multiplicar por dos, obteniendose C , total:
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| 2 2 B 2 2
h h h~
Cw=2 FT Ja—+ "_:‘l JF;’: T'}x = 5 L 2Jy 6hH

Jx1 = momento de inercia de un perfil, con respecto al eje x-x.
Jx = momento de inercia de los dos perfiles, con respecto al eje x-x.

Queda perfectamente demostrado, que en secciones armadas, al alabeo de la seccién total, se
debe sumar, el alabeo propio de cada perfil.  Esto mismo también ocurre, en las secciones de alma
llena, en el cual los alabeos propios de las alas y alma tienen un valor cada uno de (d3 t? )/ 144,

que se deben sumar, pero en nuestro caso es un valor muy pequefio y se lo desprecia.
Para el caso que se analiza, dos perfiles doble te de 200 mm separados de 30 cm, seria:

Cw=963.000 + 10,500x2 + 14,61 + 19,685 = 984.034,295 cm®
Cw = 963000+ 10.500 x 2 = 984.000 cm®

Al no tener en cuenta los alabeos propios de las alas y el alma, el error es de 0,003 %, y al no
tener en cuenta el alabeo propio de cada perfil el error es de 2,18 %.

Es facil demostrar que en un perfil, de alma llena, las alas y el alma, suman los alabeos
propios. Tomando un perfil doble te de doble simetria (figura 35):

(ng(h/Ziyl_)x' coordenada sectorial de las alas ‘:31’2 ',Yf +b/2
R o S ‘
Cwi = J@p)?aa=itn/2 250 9 axay, < L 2 ; o g +y,
e e —— _‘_ — e ]
((pg‘)z:[(hwfz)"'fh]z Xz=[(hwf2)2+y2+hwyl] X;z “trn’2% [Y[ -
b/2 b/2 b/2 I

Coi = {Bw/2)? 2f axry? 2f x2dxt by, zfx%dx,}dy.=
0 _

Puede verse que la altima mtegrel es nula
b/2 ::j”
2 ¢ I
={_[(hw/z) 2’ 3| + y22 3/3! }d)rl Figura 35 <
0 b
te/2 tffZ

= (hy/2)’ (b3/12J2.(dy1+ (b3/12)2fyf dy, =
0 0

= (hw/2)’ ®° tf/ 12) + (b Pef144) '
y esto es para una sola ala, o sea se debe multiplicar por dos = G el
= 2(ha/2’ @ t/12) + 2071 [144) = ,T& |
= (/D7 Iy + 204/ 148 (62) y
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y faltaria sumar a esto el alabeo propio dei alma def perfil, cosa que no hemos tenido en cuenta en fa
deduecion, que seria (hy tw/144). El primer término de la Gitima ecuacién (62), es et que figura en las

tablas de perfiles dobte te de alma llena y doble simetria (ver publicacion del autor “Pandeo por torsion y
flexotorsion, 2.005).

5.. Seccién armada con cuatro angulares- Anteriormente s€ ha calculado J¢ de ésta seccion,
pero ahora se quiere saber que valor tiene el modulo de alabeo, de esta seccion formada por cuatro
angulares de alas iguales, y no interesa como estan unidos, por presillas o diagonales, pues estos
solamente absorven corte, figura (36).

Datos: perfil angular de alas iguales <100 x 10 mm
A=192x4=768cnf Al=192cm iy=in=3,04cm
e=282cm - iimin=195cm Jp=Ja=177 cm*
Jy=Jz=48.000 cm* iy=iz=25cm  b=10cm
E=2.100t/ cof G=8077t/caf’ t=10cm

or = 2,50t/ caf

Angular30x4mm  Ag =227cm’  iggm=0,58 cm

d=5773ecm a=5773cm

Pero el analisis, se realiza sobre una seccidn
simbolica, es decir, los datos son solo letras.
Tomando la linea media del espesor del per-
fil, como el ancho de ala es b, sela denomina

)
+
b; = (b-t/2),y para poder aplicar la teoria hb 5;-" h\\
de las coordenadas sectoriales, la distancia en- =5~ LB, & S 3bi+ o)
5

tre las misma es h, fi 37,y lasc.s. serian: - :
[ =t ==
0.- 0 l-hby oV | e,
: h h .'1'3‘(4 by+ ¢)
2-hb hby_ =2
ho G
3-' 1 h G h ; | 1
hb+ -2,-"-=T~(2 b+ ¢) & . |
4-h ht_bh i | f’?'Tbn
7 S+ =T (bt o —_r
by c by
5"-hi(3 b, + c),'.i..}zl_bt__..%.@ b+ ) Figura 37
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y ahora se busca el valor de la ¢. s. en el punto de partida 0:

-1 bhby,,_hb
5 2bt 4bt

—L[f‘b‘+ h%bt 3hbipy

[ (bit c)+-*(3 b+ c]b;t = —(5b,+2 c) bt

N

b2 ir—-l

% —12-[(3b.+c)+-—(4b|+c;_1bt~—(7b.+2c)b,t
'2,=-3'(16b|+4c) byt
hLGb.+4c)b.t L vl .

5.1.- Calcule de las verdaderas coordenadas secroriales.

0.- h (4b1+ ©)
4

l-b (4b+c)— b=—(2b+c)

'%(41),4-0)- hb,= 4§°

Rubrg-Labi o =R
B bt oLt o=—banre T I
+ [ e=
b -y : é
5.- (4b+c)——(4bn+c)——-—(4bl+°) S ‘ :
- A
Enlc-s otros perfiles angulares, el diagra- he
ma es el mismo, pero con signo cambiado, 5
figura 38. Figura 38

5.2.- Calculo del mddulo de alaheo.

_ = 1
cm=—;{%<4b.+ cﬂ + %(4b;+c)%(2b.+c) +[§-(2 b'*“)]} bt +
1)l > b
+?{E‘I(2b’+@] (2b+c)—- +[ }}
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2 2 - 2 2
...h_ - 2 +..I.. 2 .E.j pero ¢ _C_\__ 2 ¢ — E_
[2} [bi 3 bl + b] c +(2 ]2b} t (b] + 2)-—— bl + bl c+ 2 2

2 \2 2 32
B? {10 £S Y.

Cuy = h 2_ [ ’] 2 bt (h\ J;= momento de‘inem%a total ficticto, con respec-
L2 toal eje y-y baricéntrico, de toda la seccion.

Para un solo angular, el médulo de alabeo es: (h/2)% (J Y 42-, mas la inercia de las dos alas del
angular, con respecto a su base, multiplicado por la mitad de h” Y esto es para un solo angular,
como son cuatro, queda finalmente multiplicando por 4:

h/2=(hu;’2)+el e=E&-t/2)

64)

_kz) Ig -—-—

Almnltlphcarporcuatro queda (h/Z) J,,maslaumrcmdzlasochoalasde[angular con
respecto a su base por k.

Analizando, un poco mas en profundidad la ecuacion (64):
(h/2) = (ho/2) + € e;=(e-t/2) e;dismnciadelbaricenuoalborde
t = espesor del ala del angular
Reemplazando en la ecuacion que d4 el valor de J ;, viene:
Jy=4(h/2)*2bt=4 [(ho/2) + 1]’ 2bit = 4[(ho/2)> + hoes + (e)] 2byt =
= (ho/2)” 4x2bit + 4hoe  2bt +4(e)?2bit  pero 2by t=A (superficie de un ngular)
4x2 byt = Afsuperficie de los cuatro angulares), reemplazando queda:
= (ho/2)’A+hoe1 A+ ()’ A=Jy+A [hoer+(e1)?] = J,+Ae; (hote)
Jy = momento de inercia real, de la secci6n total.

Este momento de inercia ficticio J' y » multiplicado por (h/ 2) , mas un segundo sumando
brinda el valor total del médulo de alabeo (ecuacién 64).
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Cy = [(ho/2) + €1]” {Iy+ Aei[ho + 1]} +(2/3) b] t(ho +2e1)* =
= [(he/2)* +hoer+ei] {Jy+Aei(ho+e)) } +(2/3)b) t(ho+2€1)" =

= (ho/2)% 1y +(h/2)° [Aei(ho + €1)] +hoei [Jy + €1 A(ho+ )]+
(1) 9)) 3)

+e[y+Aei(h, +e)] +(2/3)bi (hy +2€1)>  (64a)
@) G)

Se ha desmenuzado la ecuacién en esta forma, para analizarla mejor.  Puede observarse que
el primer término de esta ecuacion (1), que brinda el valor del médulo de alabeo, corresponde a una
seccion como si ésta fuera de alma llena (ver tabla 1, caso 4, de la publicacion del autor “Torsion
no uniforme”, 2.005 ), y es aproximadamente el 68 % del valor total, lo que significa que tomando
solamente el primer término, se estaria ignorando el 32 % de su valor total, y éste seria menor que
elreal.  El segundo término (2) es aproximadamente el 13 % del valor total, el tercer término (3)
es aproximadamente el 15 % del total, el cuarto término (4), se aproxima al 0,7 % del total, y el
quinto y ultimo término (5), es aproximadamente el 3,8 % del total, y estos porcentajes son en
promedio.

Todo esto da la pauta, que no conviene trabajar o usar la ecuacion (64a), sin6 la ecuacion (64),

por su sencillez.  Este valor de C, interviene en la determinacion de la tensi6n critica ideal de
pandeo por torsion exclusivamente (F¢r ;¢ 6 Ocrit), como tambien en pandeo por flexotorsion,

(Ferift O OcrLt)-
Ala ecuéci(')n (64), se la puede presentar también como:
Cw = (ho/2)? Iy + (ho/2)*Ahoe] + (ho/2)> A€l + hoe; J, + W2 Ae? +
+ hoAel +Jyef + Ahoe; + Ael +(2/3)b> th% + (2/3)b) t 4h, e, +
+(2/3)bit4e; (64b)

Con esta ecuacién (64b), tampoco conviene usar o trabajar, no es sencilla, pero si para
analizarla y sacar mas conclusiones.

Todo este anlisis hecho anteriormente, para secciones armadas con cuatro angulares, también
es aplicable a otras secciones armadas, por ejemplo secciones armadas con dos perfiles U (canales)
y las conclusiones anteriores tambien serian validas, pero se vuelve a recordar que, es mas coémodo
usar ¢ trabajar con la ecuacion (70b), que se vera mas adelante.

Si no se conoce el valor exacto, y se toma el primer sumando de la ecuacién (64a), menor que
el real, al calcular las tensiones criticas ideales, este médulo de alabeo C, , es nada mas que un
componente de la ecuacién, ya sea en la ecuacién de pandeo por torsion exclusivamente, o en la
ecuacion de pandeo por flexotorsion, estas tensiones ideales (numericamente), no difieren mucho,
usando el primer sumando de la ecuacion (64a) que es aproximado, 6 el exacto de (64), que es el
verdadero
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Recordar que las tensiones criticas ideales tienen la expresion:
a) Para secciones doblemente simétricas o de simetria puntual:

s [,;ks& G"’] :

b) Para secciones de smlple snmetna, donde

L+,

el eje “y” es el de simetria

4F F -H
F = F +F ]
Gm. j

c) Para secciones asimétricas, la tensién critica ideal para pandeo flexotorsional F ¢, es la

menor de las raices de la ecuacion cubica;

=
I'Il:ae '*“[(1/“)(3‘20 Feyi* Yo Fex)— (Fex + Feyit+ Fet)] F% +

+ (FeyiFex * Fey Fet + Fex Fet)Fe ~ (Fex Fey Fet) = 0

Con estas tensiones ideales, se estd en condiciones de calcular la esbeltez de comparacion:

Ao = VFy/Ferjs——7 6

Aot = VB Fej ==

y luego las respectivas cargas criticas correspondientes.

5.3- Seccién rectangular, formada por 4 perfiles angulares. La diferencia con el anterior, es que
ahora la seccion es rectangular, con cuatro angulares de alas iguales, figura 39. Tomando como

inicio el punto 0, las coordenadas sectoriales serian: S

2.- _hzzb, & ;12, by _(hy -;hz)b;

3.- (hy ;hglh_!_hz: o %1_ (b1+01)+1_!21b1

b Srere) b B b =Bl b rop by

|
{

S B

2
-

hy 2 by +eo;) +ho by

> %L (Z2b; +cy) "1'22.é b5 h2 bl"_L(Z bl te)thaby Figs. 59

Calculo de la funcion en 0:
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1.-_1_h2b1 b1t _hy by byt
2 2 T4

i"hab; hy+halbyt_ [h1b1+hzzﬂb,t

2] 2 2 4 4
3.—L-E_I(c;+b;)+§1_z_bl By +2by) - hab brt_
2|2 2" T =

_ h_;(3b;+2c,)+llz_2bi!b;t

4 4
t- 1@ b +ey  hyby by b;+c.)+11;_bz}b;t_

2|2 2 T8
’_h1(4b1 .28 _13b]b1t
% 4

=1BLp, +3by + 26, + 4 by + 20 +12 L
g ®1 30 +20 40 +205) +22 @, + 21, + 21, +3by)fbyt =

=[%1-(8b1 +4C;) + '1%2‘8'3] bl t

¢ == [%L(s bi +4 0:)4’11%8 ] 4bt!h hl'(2 b1 +c¢,) +‘1%!'2bl] (65)

S.4- Verdaderas coordenadas sectoriales. Con este valor (65)en el origen 0, se obuenen los ver-

daderos valores de las coordenadas sectoriales,
como se ve en figura 40: m_
—4._‘1—- _ »
0) by @by + 0,)_‘_.1_:2 2b I@bier) b 20, = >
* 4 4 4 Bio
Lvi
F R
1)h1(2bi+c)+hy2by b _hi 26 +ep) e
4 4 2 T3 X ¢
¥ e
2)h;2b + c,)+_ hy2b, _(hy+hyby hy e
4 4 2 4
4
3)0Q2b +e)  hy2by h! @b +e)_hoby_ hye, Figura 40

T =% 2 4

4001 Q2by +e) Fha2by - by 2By +ep) haby_ by (2by +cy)
4 4 2 2 4 ¢

5)h1@br+e) | hy 20y by (b +e) - habi_- hy (b +¢)_hy2b,
4 4 2 4 4
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5.3- Calculo del médulo de alabeo, de fa seccién rectangular. (4 angulares, alas iguales)

Tener presente que: hy > hy hy . .7. hz=hya

hy

Cw1=1J|h h k. K by

1 3{[-4—1(%1 +gy) #-—E2 ] + 7 (2 +cl)[-f(2b1+c,+%?_2[4 4
by Abt 1) hy 2y By by o2l =
+ —4"'(2b1+c,) +§ T(Zb‘+c‘) + 1 (2b1+c,14 oy F - .

2 ' +
=3i [%J E,b;a+4blcl +02+3(2b1 +cl)2bla+4b|2 + 4b ¢, +c|2+4b‘2+

2 2
+4b;cl+c,2] b,t+l3{[%,(4b.2+4blcl+c.2+2b1c,+2c',1')+[%2] 4br Yyt

1 ) h, |2 2 2 2 ha\ 2
T (1667 + 18byc, + 67 + 121, a+6b1c;a)+(“‘§*) 4by  yt=

‘h 2 2 2
: [ ’ l4. 2 . ﬁl

2[ .2 - _ | 1
B2k 3bgei foiY 1.2 o3 11,2220t _
_'[T] [3 T3 +(J+ a by e pbroia e

Il

Sumando y restando (l/S)b:z.Y (1/4)131 ¢y, queda:

-

1 - IWZht =
_'fl'] {[(b% +he (%J ']’i‘zbl ci(a-1) +b%(“%+%—' 3—} b
3 2 2 - 2
={h "o e | 1 = 2. f1 &2 1)_11:1 2bt
L2] {[4—2]-!—41)10,(3 1)+b.a<6 +2 3

pero by + (c,/2) = [h-z/2] y reemplazando viene:

Cwi = | by |* 0o )P 1,2 ] 2.5 -
wl [_%]1[—22} 21:1t+-—2-b.tul (a- 1)+ bfta(—ia+1)-——3bft

= FH12 5. % 11 2 43 .
["Z{I .{I;l +'§bi2t01 (a-l)+b?ta(§a+1)'?b:t} (66a)

Jy1 = momento de inercia ficticio de un angular, con réspecto al cje y-y baricentrico de la seccidn..
Pero todo esto es para un solo angular, por lo tanto se debe multiplicar por cuatro, y queda:

co=Tn 12 [ . 2 3 1 8 .
w [_J.Z].[Jy +2b,tc.(a~1)+4b1ﬂ%a+1)“'5*’?‘] (66b)
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J;. = momento de iJ_J_e_r_ci_a total ficticio, con respecto al eje y-y, baricéntrico de los cuatro angulares.
(hl/z)=(hn1/-?) +e et=(e—t/2) (h1/2)=(h02/2)+ei

El estudio anterior se realiz6, considerando que la accidn de la torsién se distribuye en el

mayor ancho de la seccion, jpero que pasa si la accién de la torsién se distribuye en el menor

ancho de la seccién? el médulo de alabeo puede variar un poco su valor?  El estudio se realiza a
continiacién, analizando en el ancho mas corto de la seccién.

5.6- Seccién rectangular, formada por 4 perfiles angulares de alas iguales.  Se calculan
directamente las verdaderas coordenadas sectoriales, pues se conoce el punto de partida, que es el
punto sectorial principal (c.s. nula), y se ubica en el punto medio, entre dos angulares (figura 41).

0.-0

|

NI
Nil!i
*f

=
|

Lg_z_a b1+c1)+f_uz§ y Figura 41
4 4 . ,.r'f"' \
<h2

2." hz Cg_t_ﬁ'b]:Lll(Zb] +C:) l%l(z bl""cl) e N @iy
4 2 4 e ] 11— ——
% \‘@E .
3- h_2(2 bl+cz)+ll!_2 by h, c, 14 ‘ e
4 4 .._i 1 hl \\ 114
‘ - \p | . ' ’\ . G2
I- hy e —h e Al G
4 4 1 5
I HHEE " + ]
2 hp@bi+0) : e s =N
4 / \
_hy(2b, +e,) \ \
Y-_hy@bite)_hy2by 4 -
4 4 _h3Q2bi+o)- hy2by
4 s

5.7- Calculo del médulo de alabeo, de ka seceién rectangular. (4 angulares, alas iguales)

Tener presente que: h, > h; hy
hy

a - % hz=hla

2 i 12 . T _
+ E%E(Z by +cz)]}b't+%{[]5‘f(z by +c2£| +820n + o2 g +[%E-°ﬂ lb" B
- A
_ 2 ! - r
=§1-I|.[%?-‘]'Eb,2+4blc2_+c§+3(2b[ +c2}‘——2a-b’f,+4b,2 +4bye, + o2+ 4b? +

) 2 12
_+4blc,+c§] b1t+—;- [_351 (4b,z+4b1cz+c§+2blc?_+2ci)+{h; 465y t

5 5 1
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Il

L bef? 12 2 21 Ay (mY 2
232 (1667 + 18b,c;+6cg+12b|-—a-+ﬁbl°aa)+(‘?) Ol Lo

2 2 '
-_-P_a-_ :i 2..[..1 £s 2,1_-_ E i blt
2] l::t,b' ey Ahgty e +3%

By )| 2] 3bic, )" lb Ibieg, 1b ]2b1t
=|=2 +(S2f4 1b’ dbieg, 1bi
R R s

Sumando y restando (1/3)b.2,y (1/4)b1 C2, queda:
S b =
Bt oo
= |hy [bl_'__; "4 ] 1 ]b. }let

[2_ { TF blcz( _-> a 6'3—-:5)—_5

pero by + (cz/z) = [h1/2] y reemplazando viene:

Cut -[.% { b+l bztoz-——-i) T B +1)——b;:}

_2._] {Jxl +12b,tcg(-— ])+b t( a‘-l-'i)""i'blt} (67a)

Jx1 = momento de inercia ficticio de un angular, con respecto al gje x-x baricéntrico de la seccion.
Pero todo esto es para un solo angular, por lo tanto se debe multiplicar por cuatro, y queda:

b )2 | 2. 71 Ab 71 - 2% 8 .3
Cw=j"“ . J;, +2btcy —‘;—']_)+~—';—(3—;+1)w-'§b|31] (67b)

J x = momento de inercia total ficticio, con respecto al eje X-x baricéntrico, de los cuatro
angulares.
hi/2=(ho1/2) +e e =(e-t/2) ha/2=(ho2/2) +e

Analizando la ecuaciéon (66), cuando h; = h,, la relacion a es la unidad, obteniendose
nuevamente la ecuacion (64), y no se puede analizar el caso en que hy =0, pues ello no es posible,
comenzando a disminuir de h, se llega a un valor minimo que es hy =2 b; yc, =0, obteniendose

un par de secciones canales enfrentadas y cortadas por la mitad y con una separacién h,, como se ve
en figura 42, y entonces la ecuacion (66) quedaria

Cwi = | b [£1]22b1t+_!_bftc; (a=1)+ bita La+1)__g_b?t1.(68)
2 2 3 3 j
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Jy1 = momento de inercia ficticio de un angular, con respecto al eje y-y, baricéntrico de la seccion
total.
Pero todo esto es para un solo angular, y por lo tanto se debe multiplicar por cuatro, y viene:

I r | / 2 3 ; 3 ‘
— . -+ + "
Cw"' .b} ,Jy Zb tc;(a—l) 4b a(l a | 1) 8 bt ( )

Jy = momento de mercia total ficticio, con respecto al eje y-y, baricéntrico de los cuatro angulares.

6.- Seccién armada, formada por dos perfiles U (canal). = Como se conoce el punto
principal (c.s. nula), que se encuentra en el punto medio del alma, se calculan directamente las
verdaderas coordenadas sectoriales, figura 43.

0) 0 1) heh Z)hw(

1) hyh 2) hw h
3 o *b)

+by)

2_C
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6.1- Calculo del médulo de alabeo, de la seciéon armada con ios perfiles U (canales).

C;l__{h By ._E_tw}+ {h hw]2+£&[ﬁﬁ*+ habi], [h hy h“bj}bt‘

. 3 3 3

_1 [hngPhyte J_[q [ ] n)? r_ﬁ] _[ ] H P ]mr
3[22] 2 3121 12 2 iz *3 —)+hb1+b

. f
=1 [(hJ‘f‘ 11(_}]_ 2] . i([-;‘!r §(£} i hb+b, \b,ts (alabeo de Vz.pe:rﬁl, se
3 4 2\2 3L2 N2 2 debe multplicar por 2)

S hbite+ b';f f-@—m t (h)

e[tz ] ] st o2 e e 28 -
2l () 2o+ (B ] 4 hw] E'hb' wrgohg -
B BDopnd]™ oo™

Jx1 = momento de mercia de un perfil U, con respecto al eje baricentrico de la seccidn total x-x.
Como son dos perfiles, se debe multiplicar todo por 2, y queda:

2 2 - i
Cw=[% Jx -4-2[11%] l:hbaztf*':%bfh] (70b) h/2—(ho/2)+_e1 er=(e—lg/2)

Jx = momento de inercia de los perfiles U, con respecto al eje baricéntrico de la seccién total x-x.
6.2- La seccion armada con los dos perfiles U, tienen ahora las alas en direccién contraria al
centro de la seccién, como se ve en figura 44, las coordenadas sectoriales son algo diferente:

@
2
I
[ 3]
'ﬂ"
%
| P
[
o '
—~
-
P
Sl
S
+
bd | —

0 0 Dbk Dhafl ) b_gz_h_ i)_%ﬂ(%_bJ
| i Y he B Wm]m
) _ . =
. i ___bl)
Ll e
%40
G| Y- !

I =R Z
e o -
o i LAY o,
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6.3 — Calculo del modulo de alabeo, de la secciéon armada con dos perfiles U (canales).

Procediendo en la misma forma anterior, se llega a la siguiente ecuacion:

Cut = [L]ZJ,{I i [11!]’-[.1:13, te, 2 b} te] | (71a) Jx1=-(~}b,_)22bltf+ ﬂ)B tw]
2 2 T | 2 12

Cw= [%2 I 2[5]2’:..hb?tf i 2b,3ti} (1)) h/2=(he/2)+er & =(e—tw[2)
2 2 3

Comparando las ecuaciones (70b) y (71b), puede observarse, que su expresion matematica es
similar, pero el sumando del segundo corchete de (71b) tiene signo negativo, y por lo tanto el valor
numérico final del modulo de alabeo Cy de ecuacion (71b) sera menor que el de (70b), lo que
significa que la disposicion de las alas en direccion al centro (figura 43), o en direccion contraria

(figura 44), tiene influencia en el resultado, es mayor el valor de C v, cuando las alas estan en la
direccion del centro (figura 43).

Las ecuaciones (70b) y (71b), ambas tienen el segundo miembro similar. Analizando un solo
perfil laminado U (canal), figura 45, y con el mismo razonamiento anterior se llega a:

Cur= YM] [ >2btf+( tw] -2YMb tf+“2§'b tJ
I
ELY""] = {%ﬂ] l..z Yib’te + % b3t‘ﬂ o [(hz } 2bte + (h“") tw J

YM == (YM-G 7 tWR(Z)

0) 0 1) By Y
7
2h ) hy.y™
"2_‘1(3'31' bl - 2
/ ;
%) h (m b)

Pero en este caso el perfil gira alrededor de su centro de torsion Yy con respecto al centro de
gravedad, en cambio cuando son dos perfiles iguales unidos (con presillas o diagonales), el centro
de torsién coincide con el centro de gravedad de la seccion total, y la coordenada del centro de
torsion es [(h / 2)t+e—(tw/ 2)] respecto del centro de gravedad de cada perfil.  Si en un perfil U
el centro de giro es [(h/2)+e—(tw/2)], (giro forzado), en la ecuacion (72) lo que cambia es
(Ywm) por (h/2).
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Entonces, en ecuaciones (70a) y (7la) el segundo sumando de C, corresponde al giro de un
perfil con centro de torsion en [(h/2) + e —tw/2], y el primer sumando, al alabeo de la seccion
total del perfil, este segundo sumando tiene poca importancia y generalmente se lo desprecia.

Faltaria sumar a todo esto, los alabeos propios de cada componente del perfil, de sus alas y sus
almas, que en la mayoria de los casos son despreciables, es decir a un perfil faltaria el alabeo
propio de las dos alas (b Y7118 ), y al alma (t3 hy/144), pero como es para un solo perfil, se debe
multiplicar por 2. (Ver *Torsion no uniforme” del autor 2.005, paginas 23, 24 y 25)

7.- Seccién armada con dos perfiles angulares, espalda con espalda, de alas iguales
unidos con presillas.  En estas secciones se conoce la posicion del centro de torsion, éste se ubica
en el encuentro del espesor medio de las alas verticales, y el espesor medio de las presillas, como

puede verse en figura 46. e - N T 1
o et I

.

—— A —— _......__.__.h--' .

cniro de

|
: v 4 i
= ﬂ' P lorsién
X [ J\J rtP /2
.r.
F b
Cawoddy, CG)\|IlI
lmlf'? C Y1 M -:. | Vi
orsidon |~ =~ O —#|m——-
' T]\ ", I
ke I ; R e=Gorwp[2 || P

)
P — J..@fﬁi e iV " by

[

[z
e il :
—— |
Figura 46 | . ‘
X | +.|.J“ “Yl.i"?yl
[ X Y Y
i X1
i Figura 47

Tomando primero las alas verticales, se calculars el alabeo propio de cada uno de ellos con
respecto al centro de torsion, figura 47. La coordenada sectorial referida al centro de torsion ser4:

Pu = X1 (V1) (Ou) =x]y? O = I(cpm)" dF
&b, ;2 eitb, /2
'J |
Cur = J'[(xl)z le]dxt dy, = Ixi?'d-“hzj.lele =1 x? .2 Y;j =
€, 0 3 g 3 O
[ =_1_[( el+ bl)3"' e?].g,ﬁ = QI?'_I.E, .,'_t_a eubl (er"' b:) (73)
_ 3 3 8 36 12
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pero esto es para una sola ala, se debe multiplicar por 2, y viene:

C 1 =£ﬁ_+ __tieibx(eﬁ' bj) 7%
4 18 6

El primer sumando es el médulo de alabeo propio de las dos alas, con respecto al centro d
torsién propio de cada una de ellas, y el segundo es el alabeo de las dos alas con respecto al centr
de torsién de la seccién armada.

Falta todavia determinar, el médulo de alabeo de las dos alas horizontales, con respecto a
ccntmd.etorsxon,yamhzandounadccﬂas,lasupmordcﬁgm% quepuedevu'scamphadac:
figura 48, se tiene como coordenada sectorial:

<
e =(tp/2)+(t/2) |

Yoo e
-
Figura 48 ﬁ ;
Sl B i Annd hoves | g i
Ov= (1+X)Y1  (Om)’=(ei+x,)? y? Cu = Icmu)zdF

Cwz = J'(el"'xl)z Y;zdx: dy, = I(ei2+2 1 X +'X%)Y?dxid3f1

by b
2 3
I(y, Yay = |y | _ bi
0 3 o 3
t/2 t/2 t/2
I(e1+x1) dx, = I(e. +2e X +X2)dx; = 2Ie, dx,+2jx. i = 2e7|x| +
0 0 0
t/2
3 2 3
2|x ety
T3 0 2
o _gile‘ft -b:t+b‘e. (5)
w2 = 121 36

Como son dos alas se debe multiplicar por dos, y queda :
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[#Y]

b t° bl et | 6

18

S1 se ubiese calculado por el método de las coordenadas sectoriales, como se conoce €l centro
de torsion, el calculo vendria de la siguiente manera: (ver figura 48 y 48)

2
Cw2 = +§

b )
—F—_———ﬁ
0) 0 1) b;e, ysonlascoordenadas . e _el_ — =
sectoriales verdaderas. t [ o S e TP —1*1:6 .
toff—presill =
. — I I b; e] ' 2 b1 t“" 1 b; el (77) pJ[ T e _‘ e TR T I 3
3 | 3T i s R e R e o=
Mu]t:pllcando por dos: &
. _2bleft| 08 = Ban 5
w3 &

puede verse que se obtiene el segundo sumando solamente, y se vuelve a ver que la teoria de las
coordenadas sectoriales no calcula el médulo de alabeo propio de cada uno de los componentes de
1a seccidn, solo el mayor de ellos.

El alabeo de la seccién armada seré la suma de las ecuaciones (74) y (76), quedando:

3 3
Co = T (74 + (76) = b é_e, b.(e + b)) g blelt| 79

El valor mas importante es el Gltimo, y el de menos importancia es el segundo, y no se comete
mucho error tomando el primero mas el tercero, rondando el error entre el 2% y el 3%, en menos y
se puede tomar:

c, =bit’  2bitel| @)
3

El segundo sumando es, el momento de inercia de dos de sus alas con respecto a su base
menor.

8.- Secciéon armada, formada por dos perfiles angulares, de alas iguales en cruz, unidos
con presillas. En esta seccion tambien se conoce el centro de torsién, que coincide con el centro
de gravedad de la seccion, como se ve en figura 49.  Tomando el ala superior vertical, figura 50,
se tiene que: la coordenada sectorial es:

Om = (e,2X) V) @um)? = (e £x,)? y? Cou™ fccpu)"‘dF

Cwi = .[(e.ix;)z yi dx, dy, = J'(c,ziZ e x,+x2)y2dx,dy, el segundo sumiando es nulo

e;tb, e;tb,

2 3
Yy dyy = 11y,
e 3

=1 |ce+b)*~e})

e 3

- ,efb.+e;b:2+p_f' €3]
3
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Figura 49

t/2 t/2 t/2

2?43, = 262 A
0 0 3 0

El moddulo de alabeo, serd el producto de las ecuaciones (81) y (82):

X 3 3 3.3 7.3 3
2 =
Cw1 = 'e, b,+e]b2+§“—‘— e,t+1t2 —*———gst ;‘ elb. e. b‘+e bit+e] bl t+

+ bf t 3,2 (83) y esto es para una sola ala, por lo tanto se debe pmltiplicar por cuatro,
3 pues con las otras tres ocurre exactamente lo mismo.

% -y _ 3,.2
Co= Bl i Leb2+L etbo+acelbit+eibit+litel) @9

que tambien se la puede presentar, factoreando, de la siguiente forma:

; 2
Cw = -b—19—+—e1b1(e,+b)+4e, b,t(e,+e,b1+%—) ®5)

En ecuacion (83), (84) y (85), el término de mayor valor y el mas importante es el wltimoy
siguiendolé en importancia el penultimo, y se puede tomar, cometiendo error en 4%, en menos:

9

cw=13'—+4 b,t+4b.3 +4e.2b,2t(e.+%l) (86)
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Siguiendo el camino de las coordenadas sectoriales, se ubiese llegado a lo siguiente, (ver figura 49y
50), y para el ala superior s detalla en figura 51: s

00 D(a+b)e i

(e%)2+e?(e,+hoet+ef(el+b.)"|blta

T ety 7
/

/

/

Cw1 ="1§

=

|

|

|

i
I
t

|

|

|

B B

i etrel+e’b+el(e’ +2e b,+b?) ' bt
3

BNk e A e

3el+3elb +blel|bit

Il

=
3

; 3.2
Cw1 = e',‘b,t+e?b,2t+h‘—;—ii ®7)
&

Comparando la ecuacion anterior (83), que contiene a todos §
sus términos, con esta tltima (87) que se dedujo siguiendo 7
el camino de las coordenadas sectoriales, tomando la linea *,'0_'
media del elemento, puede verse que los tres primeros tér-
minos de la (83) no aparecen, pues estos corresponden al =€ ot
alabeo propio del ala, con respecto al centro de torsién 0, l |
como puede verse en ecuacién (73) y figura 47, perosi,
aparecen los tres Gltimos de la (33), volviendose a repetir
aqui que: “la teorfa de las coordenadas sectoniales, como !
toma la linea media del elemento, no contempla, en la deduccion del E' lor del médulo de alabeo,
los alabeos propios de cada elemento componente de la seccién. i la figura 47, si se
quiere aplicar la teoria de las coordenadas sectoriales al ala vertical inferior, con centro de torsion
0, estas serian nulas;inicamente contempla valores cuando el cenfro de torsion estd afuera de la
linea media del elemento, como se ve en figura 48 y 48",

T.a ecuacién (87) es vilida para una sola ala, por lo tanto se debe multiplicar por cuatro, y

queda:
3.2 '
Co = 4 e‘,‘b,t+e?b,2t+-‘~'-?-~3-9—_£] = 4e?b,t(e?+ea b»*ff%@ ®8)

‘-p’

BE
f B

|

G,

Llegandose al tercer término de la ecuacién (85), y los términos que tienen mayor valor, del
parentesis, son el primero y el tercero, y se puede decir que en este caso, no se comete mucho error
con respectoa la ecuacién (88) despreciando el primer sumando del paréntesis, quedando:

Cw = 4efbft(e;+%’>

(89) igual que el Gltimo sumando de ecuacién (86)

Lo



Ing. Omar Mifio

9.- Dos perfiles doble te, doblemente simétricos, uno grey de alas anchas, y el otro un
perfil normal de alas angostas (PNI), unidos por diagonales, como se ve en figura 52. En este
tipo de secciénes se debe calcular el centro de torsion (ver publicacién del autor “Torsién no
uniforme, pandeo por torsion y flexotorsion en barras de alma llena”, del 2.005, pag. 15,y pag. 49
del apéndice). Se deben calcular las verdaderas coordenadas sectoriales, tomando primeramente el
baricentro como centro de torsion, y en funcién de estas coordenadas, sumadas algebraicamente, se

calcula el momento estético sectorial lineal R x, y dividiendolo por el momento de inercia con

respecto al eje x , J , se obtiene como resultado la distancia del centro de torsion, al baricentro de
la seccidn total, con el signo correspondiente.

:Zen_t'ro de |; Y 1Y,
orsion

1 7 1//// .f I///)l/l/
i e // relideddd

Yays,

S AIIRRRRLILI P ERII P
/-\ f////

—

[l e v e ——

wl

h I 'Ia
B Y //7 ’;///////;//// A

Yriieds // rreibisindssoseirisdborer deOFerin

e Figura 52 | |
TPN et IPB
A continuacion se calculan esas coordenadas sectoriales, para los dos perfiles:

9.1- Cilculo de las verdaderas coordenadas sectoriales, referidas al baricentro, perfil
doble te de alas anchas.

0.- hyi(bi+2h)
3

l- hy; (bi+2h)_ hw b _hyi2h
4 4 4

2 hyi (b +2h)_ hyi 2b _ hy, (2h = b))

.._.—_...

4 4 4
3.- hwi(bi+2h) _ hy, (b +4hl) _hy,2h
4 4 4
4.- hy, (by+2h) __ hy, (2bi+4h)__hy, (b +2h)
4 4 4
5- by, (b +2h) hy,hi_ _hy, 2hi—by)
4 4
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9.2- Calculo de las verdaderas coordenadas sectoriales, referidas al baricentro, perfil
doble te de alas angostas (P N I).

0- _ hys(b2+2hy)

4
lt' e th (b2+2h2) hw2 by, _ e hwg h,
4 4 2
2 zhwa (b2+2hy) | hwa2bs _ _hwa(2ha~b2)
4 4 4

3. _hwp(b2+2hy) | hyy(b2+4hy) _ , hyy hy
4 4 2

4.- _ hyy(b2+2hy) s hwz (2bz +4hy) ____+hm2(b2+2h2)

4 4 4
5.- _ hy (by +2hy) + hw2 hp _—__.;.hJﬂ.Z_(ZhZ —bs)
4 4

Pueden verse en el siguiente esquema, figura 53, representadas estas coordenadas sectoriales.

)
o
+
73T —
|
Ll
[ h,
-, X
G ‘7%-“‘ _ —
N £ '
z <l|les HIIHH :
g ) ;lvqj -====: F é'ﬁ'
+ = 2hf |
<
El" % M
Figura 53
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9.3- Cilculo de la distancia Xy, entre el baricentro y el centro de torsién, de la seccién

total. Con el valor de las coordenadas sectoriales, referidas al baricentro, se calcula el valor
de Ry.
Perfil doble te de alas anchas:

l.-alas 1 [Em_(2h1 % b1)+h__,£_1(2h1—b1)] 2b1}l\l’.ltf1=hi¥_l. hi1 b1 t¢y
2 L4 = 2 2

Geom 1 hogg By By 2B 12 B iy B
273 232 12
2 hibits | Berhiter  HophiCbiter | hagtwi)
S . e R f1 wligtwl _ Owl D1 LA wltwl
21+2 =3 + 2 * 7%

Perfil doble te alas angostas (P N 1).  Las coordenadas son las mismas anteriores, pero con
diferentes valores, y signo contrario a las anteriores.

g &
_ﬁ_wg_bz hatea _ B2 ha tw2 __hwaha(b2tr2 , hwatwa)

2 1+2 == 2 2 6
&
By hi(biter , hyitw)) _ Buzha(batrz, huztwe)
Xy = 2 Sk : (90)
X

Una vez conocido el valor de X v, se tiene la ubicacion del centro de torsién, y se pueden
calcular las distancias entre éste y el baricentro del perfil doble te de alas anchas y el de alas cortas
(G: y G2), que seran:

hmi = hj—Xu hpmz = hy + X

9.4 Cilculo del médulo de alabeo Cy, perfil doble te alas anchas, referido al centro de torsién

(0-2) lu}]_w_.(b,ﬁuzhm)]z; Byt (b + 2 hw) hut 2 haa=b1) [M(th—b|)]2}btfx2 =
4 4 [4 ]

2 2 T 2 2
. hw_l_[?ﬁh b%J,bj tf1x2 =t hwl [hhu ,bltfl + b% tf1-|x2
4

1 M1
k.2 ik ha lthe 8 54
3 4 * % 12
2 2
G 1. h_w_zh{ir_m_mw. 2 _ By Bai? B twy _ Buytwr B
3 |4 2 12 12
3 2 2
o= § = Bty hM.2+ Bwi hvi®, 2bite + 2b; te Bug _
12 4 12 4

MITY 12 4
43

3 2 2
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El primer sumando entre corchetes, es el momento de inercia del perfil de alas anchas, con
respecto al eje X - X, que multiplicado por la distancia al cuadrado entre G, y el centro de torsion Cm
que es (hm )", brinda el primer término del mdédulo de alabeo, y el segundo sumando es el médulo
de alabeo de este perfil, con respecto a su baricentro (G;), y a su eje Y;-Y, , quedando en
consecuencia la ecuacion:

Cut = (hun)® Jx1 + q;,-;—‘] Jyi O
Jy1 = momento de inercia del perfil de alas anchas, con respecto a su propio eje ' Y; — Y

Jx1 = momento de inercia del perfil de alas anchas, con respecto al eje X — X.

9.5 Calculo del médulo de alabeo C y, perfil doble te alas angostas, referido al centro de
torsion.

©-2) 1 [}le(bz+2th)]2+ Bwp (ba+2hwa) hwa (2 hua—b2) 4 [fhw_z(zhm—bz)‘r. btr.2 =
4 4 4

2 2- 2 [z 3
|£3hmz + ba|batrax2 _ hyo hmzbztn+ b2tf2]-2

4 ~ 4 12

N L
N

;g : 2
G- 1 |hwa2hwol? hus tws 2 = Bws (hu2)? hua twz _ Buo tws (huo)?
3 2 12 12

3 2 3 2
coy = S = hwatus (2)’ ) Bua (h2)® 26t | 2B2tr2 Bup _
w2 Z 12 4 12 4

3 2
=—-»<th)2-[th twz . Bw2 b““'z] 4 B (Jy2)
, 12 4 4

El primer sumando entre corchetes, es el momento de inercia del perfil de alas cortas con
respecto al eje X — X, que multiplicado por la distancia al cuadrado entre G, vy el centro de

torsion Cwm que es (hy)”, brinda el primer término del médulo de alabeo, y el segundo sumando
es el modulo de alabeo de este perfil, con respecto a su baricentro (G1), y a su eje Yy — Yo,
quedando ‘en consecuencia la ecuacion:

2
2
Cwa= (hmp)” Jxz2 +(_}_1\2L).JY2 (92)
Jy2 = momento de inercia del perfil de alas angostas, con respecto a su propio eje Y, — Y».

Jx2 = momento de inercia del perfil de alas cortas, con respecto al eje X — X.

La suma de ecuaciones (91) y (92), dar4 el valor del modulo de alabeo de la seccidn armada.

Ly
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La suma de ecuaciones (91) y (92), dard el valor del m6dulo de alabeo de la seccién armada.

Cu= Cut + Cuz = {(hw1)? Tx1 + (hu1)? Jyi + (hu2)? Jx2 + (hw2)” Jv2}  (93)
4 4

En esta ecuacién el segundo y cuarto sumando, es el modulo de alabeo del perfil de alas
anchas con respecto a su baricentro G, y el médulo de alabeo del perfil de alas cortas con respecto

a su baricentro G, respectivamente.
Se ha realizado aqui un anélisis minucioso del problema, se llegaria al mismo resultado,
analizando la ecuacién (60), que corresponde a una seccion armada doblemente simétrica; en el

perfil de alas anchas, se debe reemplazar h : por (2 hmi )1 y el segundo sumando queda igual,
llegandose a la ecuacion (91). Con esta misma ecuacion (60), en el perfil de alas cortas, se debe
reemplazar h? por (2 hm2 )z, quedando igual el segundo sumando, obteniendose la ecuacién (92),

y con la suma de estas se llega a la ecuacion (93).
Lo importante en todo esto, es saber la ubicacion del centro de torsion, mediante la ecuacion

(90), para calcular con respecto a este el médulo de alabeo.

10.- Seccién armada con dos perfiles angulares de alas iguales, separdos por una presilla,
unidos por las puntas como se ve en figura 54. '

% §
L (
e = AN
// | 4>
/ | X
3 -\G‘s s !
0 i 4 | |
| (/ / / ° |
L | X
LW (.
] r a - —--L 9 :j o
\‘\ ‘ -rﬁ h] hl
TR
\ AL
\
. W
————1  Figunasa B e
B 4
1Y
L Ay— L MA— VA
Tomando el ala superior izquierda, se calcula el alabeo del ala, con respecto al centro de
torsion, figura 55.  La coordenada sectorial referida al centro de torsion sera:
2
Oy = (h2 + y1) X (@) = (h2 + y1)° C,,.,,:I((pM)EdF

Coy = ,[(hz +y1)2 (x1)* dx, dy; = ."[(hz)2 + (y1)*]dx: dy
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Resolviendo las integrales por separado:

b] bI
Jxn2ax, = ass) |’ | =a/mv s
0 0

t/2 t/2
f(hz +y1)ldy, = J[(hzf +2hyy; + (y1)° ] dyr = 2I(h2)2d}’1 +2I(y1)2dy1 =
0 0

t/2 t/2

= 2(h2)” |y, = ()t + (2/3) 878 = (h)* + /12 (99)

+ (2/3)(()(1)3‘

0 0

haciendo el producto de (94) y (95)

Cwi1= 1.b*[(h2)?t + t3/12]__;_1;b3(h2)2t 1 bt (96)
3 3 36

Pero esto es para una sola ala, se debe multiplicar por cuatro :

Cy =4.b°(hp)t 3 bt (97)
3 9

Si se hubiesen usado las coordenadas sectoriales, y partiendo de las coordenadas verdaderas,
(porque se conoce la coordenada con valor nulo), co
mo se ve en figura 56, vendria:

Cwi =1 (bihy)?bit =1 b3(hy)*t  (98)
3 3

y esto es para una sola ala, se debe multiplicar por
cuatro, y se llega al primer sumando de (97):

Cw = 4 b°(h)’t (99
3

y se vuelve a repetir ac4, la teoria de las coordena-
das sectoriales, no calcula el alabeo propio de cada
uno de los componenetes de la seccion
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Capitulo II: Pandeo por torsion.

2. — Introduccién. Una barra armada, solicitada por una carga de compresion centrada,
puede pandear por torsion unicamente si el ¢je de los centros de gravedad coincide con el centro de
corte ( o centro de torsién), lo cual ocurre en las secciones de doble simetria o de antimetria
(figura 1); y para que esto ocurra, serd necesario que esta carga critica sea inferior a la de Euler
(pandeo por flexion), lo cual se da en los perfiles delgados abiertos, que tienen poca rigidez
torsional. .

Cuando la barra armada, no tiene dos ejes de simetria o de antimetria, el pandeo que tiene
lugar es de flexotorsion, y su carga critica es menor que la de Euler.

|

— il Wi, =

e B —— oy ——
| |

N N N — 4 —- =+ —
| | 1

-_:-l-_-_-—_,_,_l_____'=""‘..':'. by ﬂ:_..__%..___.,_,"—"._.
i Figura 1 |

2.1 — Anilisis del fenémeno. — El pandeo por torsién de barras armadas, igual que en el caso
de barras de alma llena, consiste en un arrollamiento helicoidal de la barra, alrededor de su eje de
torsién o eje de centros de corte.  Analizando una barra armada, compuesta por dos doble te de
doble simetria , solicitada por una compresion centrada P, y un momento torsor M; (figura 2 a), se
observa que puede pandear por torsion alrededor de su eje, de torsion coincidente con el de
gravedad, de tal forma que se enrolla alrededor de un cilindro como se ve en figura 2a, y
suponiendo que la columna armada es infinitamente rigida a la flexioén, y asi puede mantener las
alas opuestas en su posicion relativa. :

Cortando los perfiles enrollados y estudiando dos secciones separadas por la distancia unidad,
la fibra AB después de la torsion pasa a la posicién AB, es decir el punto B se ha desplazado a B

y se tiene, (figura 2b): N , My

1) BB' =16
separacion dx

2) BB =rdb

—
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La fibra AB antes de la torsién esta solicitada por una fuerza G.dF, y luego de la torsién
tomara una inclinacion, como puede verse en figura 3:

Figura 3

Puede verse que por razones de equilibrio, aparece una componente B B en cada fibra , que

favorese al momento torsor (al reves ocurre con una traccion, que es estabilizadora). El valor de
esta componente es:

(3) BB'= OdFtgy= GdFY (paradx=1) 6 BB= G dF tg(dY) = G dF dy (para dx # 1
4 o=rP / F el momento torsor correspondiente sera:

() dM = CdFYr ycomo Y=tgy=BB/1,0=10 (6 & también

(57 dM = GdFdyr ycomo dy=tgdy=BB’/dx = r(d8/dr)

el momento torsor quedara: G = tension de compresion en seccién armada

(7) dM = 6r*OdF 6 dM= GdFP (d6 / dx) integrando se obtiene el momento

(8) M=08JFdP=GJp8 6 M=G(d6/dx)szdF=ce'Jp

siendo estos momentos flectores exteriores. Jp = momento de inercia polar. F = 4rea de seccion.

de secci6n armada armada
Puede verse que el efecto de afiadir una compresion a la torsion, es el de aumentar el momento

torsor, o bien su equivalencia: disminuir la rigidez torsional en el valor O Jp. Serecuerda que esta

barra de seccion doble te, con dos ejes de simetria, y de muy poca rigidez torsional, esta solicitada
unicamente por una compresion axial centrada, y por lo tanto:

(9) G = P/F
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2.2 — Ecuacién diferencial reducida. - Dando a la barra una perturbacion, que en este caso no
serd una fuerza infinitesimal, siné un momento torsor infitesimal, la barra sufrird una torsion,
eliminando luego el momento perturbador, la barra vuelve a su posicion primitiva de equilibrio, o sea
sin torsion y carga centrada.

La carga axial sigue aumentando su valor, v,zs jempre se podra perturbar la barra mediante un

momento torsor, y al desaparecer éste la barra vuelve a su posicién inicial sin torsion; la carga P
sigue aumentando hasta llegar a un valor tal que, perturbandola con un momento torsof, al
desaparecer éste la barra queda deformada (torsionada), y no vuelve a su posicioin inicial. A esta
Giltima carga que deja a la barra deformada (torsionada) se la denomina: carga critica de pandeo por
torsion.

La barra no puede volver a su posicion inicial, porqué los momentos torsores interior y exterior
son iguales; planteando las ecuaciones del momento torsor interior 'y exterior ‘

(10) Mg = Gl (d0/dz)— ECyd’0/de¥= GI, 6 —ECy 6" momento interior

(11) M =0CJ,(d0/dz) = O J, o momento exterior

igualando ambas  (12) 61,0 = GJ, 80— ECy0" I,=médulo de torsién de seccién armada

(13) (GJ; -OJp) 0 -ECy0"=0 dividiendo todo por E Cp queda:
(14) Q" i Cl, -Gl g -0 llamando 22 _OL-Gh (19
ECwum ECym
Quedando Ia ecuacién (16) 8" + 2?0 = 0 tambien est4 la reducida; (167) 6+ a* 6 = 0
y la solucién de la ecuacion diferencial (15) es: 'cﬁ&m’&é alabeo de seccion armada
(17) O = C;cos(az) + Cysen(az) + C; y la solucion de la ecuacion (18°) es.:

(17) 0 = Cjcos(az) + C; sen (az)
2.3 - Condiciones de borde — Tensiones criticas. - Imponiendo condiciones de borde, sera
posible determinar la carga critica, y puede observarse que son dos por apoyo, y solo tenemos tres

constantes, de lo que se deduce que solamente algun caso particular se podra resolver.  Para ambos
apoyos articulados, las condiciones seran:

(18) x=0-—>[0 = 0; 8"= 0] x=d——a[6=0;0"=0]

En ambos extremos esta impedido el giro, y ademas pueden alabearse libremente, y los momen
tos son nulos. Con la condicion para x = 0: seran nulos C; y C3 de (17) ,quedando la ecuacion:

(19) C;=C3=0 (20) 0 = C; sen (a®) con (17") se llega a lo mismo

Aplicando las otras dos condiciones para x = {, se obtiene:
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(21) Cysean(af) = 0 y -Cya’sen(al) =0
y para que esto: sea nulo se debera cumplir que: sen(af) =0 (22

los valores que debe tomar el argumento, para que sen (af) = 0, son:

Y (N ) R— »a’ = (n 71:/,@)2 (23)
de la cual se toma el valor para n = 1, e igualando con ecuacion (15), se tiene que:
TCZ cL-GJl 24) despejando la tension critica Ok;
Za ECm
1 [TEC 25 Pii = Oy F 26
G =T{ EZM+GJ{l () Pu=OwF ()
P

2.4 - Ecuacion diferencial general. - Estas tensiones criticas, o cargas criticas ideales, a las
que se han arribado, es para un caso muy particular; “para una barra apoyada-apoyada™, utilizando la
ecuacion de tercer 6rden (tambien se puede utilizar la ecuacién de segundo 6rden.  Cuando las
condiciones de borde son diferentes esta ecuacion no ayuda a resolver el problema, pues tienen tres
constantes de integracion en un caso, y dos en la otra, siendo cuatro las condiciones de borde para
otros casos.

Si la barra estubiese empotrada en ambos extremos, las condiciones de borde serian:

x=0 e (8203 6 =0)  (27) x=f e (B=0; 6 =0)

Para resolver este problema es necesario disponer de la ecuacién general de cuarto orden,.
derivando una vez la de tercer 6rden, 6 dos veces la de segundo 6rden, se obtiene la general de cuarto
o6rden, y esta si tiene cuatro constantes de integracion.

Si se deriva una vez la ecuacion (16) se obtiene la de cuarto 6rden:

Ol + a20™- ¢ (28)  y derivando dos veces la ecuacion (16°), se obtiene la misma.
La solucidn de esta ecuacion diferencial es:

0 = C;cos(az) + Cssen (az) + C;3 ('z/ﬁ) + C4 (29)

2.5 — Condiciones de borde — Tensiones criticas. Planteando las condiciones de borde, se
llega aun sistema de cuatro ecuaciones homogeneas:

Cixl +Cx0+C3x0+Csq=0 (30)
Ciax0 + Crax1l +C3(1/L)+Cs=0 (31)
Cicos(afl) + Casen(af) + C3 + C4 = 0 (32)
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Crasen(af) + Cocos(a) + C3(1/£) + C4 =0 (33)

Se llega a un sistema de cuatro ecuaciones homogeneas,y para que esto tenga solucion no
tribial, deber4 ser el determinante de los coeficientes nulo.

1 0 0 1
0 a 1/¢ 0

A= =0
cos (a .@) sen (a ﬂ) I 1
-asen(al) acos (ad) 1 /L 0

desarrollando el determinante: A
~[-a’sen@l) + (@/8) cos’ af) + @/L) sen’ @b) - (a/L) cos D)) - (afL) +
+(a/l)cos@al) =0 que se reduce a:

(34) af sen(al) + 2cos(af) =2 =0 y teniendo presente que:

sen (af) = 2sen (24/2) . cos (aﬂ/ 2) y cos (af) = 1 - 2sen’ (af/ 2)

que reemplazadas en ecuacion (34) se llega a:

2alsen(af/2) . cos af/2) + 2 - 4 sen” (a8/2) - 2 = 0 factoreando queda:

sen (a£/2) [af cos(al/2) —2sen(a/2)] =0  dividiendo por - 2 cos (a4 2) queda:
(35) sen(af/2)[tg(@d/2) - @4[/2)] =0 ypara qﬁe esto sea nulo debera suceder que
(35a) sen(al/2) =0 o (35b) tg@ll2) - @2/2) =0

la condicion (35 a) lleva sen (af/2) = 0 (36) (aﬂ/ 2) =(n 71:)2 ------ ~a’=(2n7T /ﬁ )2

y la condicién (35b)  tg(a ﬁ/ 2) = (aZ/ 2) llevaa:

CN ) Y p— a; = (2x4,4934 £ ) ~eememeen » (@) = (8,9868/£)

o7 (@4]2) = 7,7253 —eeee a = (2x7,7253 [) —wmremeemeen ~(22)" = (15,4506 /£ )’
reemplazando (36) en (15) y tomandon =1, viene:

(38) (2w 2 0L —~GJ; despejando la tension critica ideal O‘kti;de la barra armada

72~ ECn
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2
39 T Pxti = Okti F (40
(39) Gkit_'-—"i 4 ZECM + G| y kti kti (40)
Te z _i
A la ecuacion (39) se la puede escribir Ouii __l_lrﬂé EEC)M + GJAJ (41)

Comparando (41), con la ecuacion (25) que es valida para una barra articulada-articulada, se
desprende que para cualquier tipo de condiciones de borde de la columna, la ecuacion general que
brinda la tension critica ideal de pandeo por torsion sera:

-
“D Gy -"—“-JL [“TR(K‘%)CM + GJtJ

Concluyendo, las tres ecuaciones que se pueden plantear, y por separado, en un perfil en el cual
coincide el centro de gravedad, con el centro de corte 6 torsion son:

_
ELWY + p,wl =0

(43) EJ,(1-PT) WV +PwW"=0

[ECu®" + [P, - G1]0" =

Si los apoyds son simples, vendra la deformada en funcion del seno:
Wx=Cisen(nT z/.@)

(44) Wy = Crsen(nz/f)

6 = C3sen(n1tz/;3)

reemplazando (44) en (43) queda:

(P -Eln? /8 =0

(45) C, [’13 ~__’l°n‘_:]= 0

1+Pcri'Y

C3[P (i) - GIi - ECun’ /4 =

Despejando las cargas criticas se obtiene:

(46) Pyxi-n TCZEJX 77":77'““' i PCI‘I/ _— l TCZECM
(KD T T Py Feie = [ (K +GJ}
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Con el grupo de ecuaciones (45), se puede plantear una matriz, e igualar su determinante a
cero;

i

A=1| o PPy 0 0 (47)

0 0 P—P;

y el determinante serd: (P - Pey) (P - Py (P - Py) = 0 (48)
Las cargas criticas que resuelven esta ecuacion de tercer grado, son las de (46).

Hasta aqui ambas normas, tanto la americana como la europea coinciden con estas ecuaciones
que brindan la tension critica ideal de pandeo por torsion.

2.7 — Norma americana. - La norma americana toma la ecuacion (42), y al momento de
inercia polar lo toma como: J, = F (ro) siendo T, el radio de giro polar, referido al centro de

torsion, como asimismo J, es el momento de inercia polar referido al centro de torsién o cortante,
que en este caso particular ambos centros coinciden y entonces:;

(T =(ip)2 - Jp/E=(0x +J)/F = (I'x)2 + (I‘y)2 = (i) + (iy)2 (49) entonces

Okit=

1 TE Cw + GJ, (50) L= longitud de la barra. La norma america-
F (T,) (Kﬂ)2 na al modulo de alabeo, referido al centro de torsion lo

denomina Cy,.
igualando la tension critica de pandeo por torsion, con la tension critica de pandeo por flexion

TE 1 T E Cy
®U* T F@)P | DY

J, = inercia de secci6n armada respecto eje x-x

+ 61, 1)

J = inercia de secci6n armada r respecto eJe y-y

teniendo presente que G = E / [2 1+ u)] B =0,3 (coeficiente de Poisson)

el radio de giro ser,
de seccionarmada [ ___\/Cw + 00397 (KLY (52)
I

la bibliografia americana toma el valor 0,039 & 0,04.

Se debe hacer notar que, en las ecuaciones anteriores, se usé E como si el fenémeno se
desarrolla en periodo elastico, pero si se estd en periodo inelastico se debe usar E { (médulo
tangente), y de los estudios realizados por los americanos se constata que la relacion entre Gy y E¢
guarda la misma relacion que en periodo elastico, lo equivale a decir que razonando en periodo
ineléstico se llegaria a la misma ecuacién (52), siendo ésta valida para ambos campos.
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La ecuacién (52), permitira determinar la carga critica de torsion, para cualquier barra en que el
centro de gravedad y el de torsion coincidan. Calculando I, y comparandolo con los radios de giro

Ix y Iy, el menor de los tres determinara el tipo de pandeo.

La anterior norma americana del afio 1961, determina la esbeltez de la barra con este radio de
giro, que corresponde a una barra ideal que pandea por flexion, con la misma carga de pandeo por
torsion la barra real, en una palabra se hace uso de una esbeltez de comparacion. :

Avim ®D)/re (Y

Con esta esbeltez y las ecuaciones (61) y (62) (publicacion del autor “Pandeo en el campo
real de barras de alma llena”, norma americana y norma europea, comparaciones):

[61] G, = OF [1 - 7\3@/ (2 Cf )] (campo inelastico)  [62] Ocr = T E / 7\.%/; (campo elastico)

P.ri= Oc:F ycon el coeficiente de seguridad CS=5/3+ 3 7\)// 8C. -(1/8) (W Cc)3
se calcula la carga admisible.

2.8 — La nueva norma americana. - La nueva norma americana, sigue los mismos
lineamientos, en este caso, que para pandeo por flexion. En base a la esbeltez Ay dada en

ecuacion (53), determina la esbeltez de comparacion Ae:

54 Ao = (Avj/m) [V(os JE)] ~-r-mereem ), (tabla de pag. 64 de publicacion citada)
calculandose G¢r 1 = X OF o Pert = X OrA > Pma};orado (55)

Cuando se analiza un perfil de doble simetria, en los laminados casi siempre predomina las
cargas criticas segiin los ejes principales de inercia, tendrian que variar mucho las longitudes criticas
segin el eje de menor inercia, para que la carga critica por torsién sea determinante. ~ Si el perfil
tiene espesores pequefios y poca rigidez a la torsion, la carga Py puede ser determinante. No
perder de vista que en este ultimo tipo de perfiles de espesores muy delgados, entran en la clase 3:
secciones esbeltas, en la predomina el pandeo local.

2.9 - La norma europea. La norma europea DIN 4114 del afio 1952, encara este problema
de otra forma que al final da iguales resultados, pues a diferencia de la americana que calcula el radio
de giro de torsién, la europea lo hace calculando la esbeltez ideal de comparacion, que al final es

‘algo parecida a la americana, y con la que se llega a iguales valores.

Partiendo de la ecuacion (42), igualando ésta a la carga critica de una barra ideal que pandea

por flexion se tiene:

(56) 1 despejando (va
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7 TEAG,) A (ip)z(ﬁﬂf

67 M EQu 4 g1, . . GI (B  multiplicando. y dividiendo por iy’

B2L) " WE
2 _ g Gy G 2

(58) A=Ay Cv , GLPBL _g&_i_Gth[.’g!if‘ o

AG,’ TEA(Iy J, TWE]J,
= i (ip)z 5
9 " ,GL@L  lamando o[ Cu 0039 (BEY T (60)
™ E Ty
J}’

La norma DIN para hacerla mas general la presenta como:

61 \/cM BL?/BodS + 0,039 (BL)Y I, denominado radio de torsién de la seccién.
- =

‘B = coef. de empotramiento de la seccion.

Bo = coef. de alabeo de la seccion.

{, = longitud teérica de la barra.

2= distancia de importancia en la torsion, medida entre centros de gravedad, de grupos de roblones
6 cordones de soldadura de los extremos de la barra.

B=Po=1,0 paraapoyos articulados en los dos sentidos en los extremos dela barra, quedando
impedido el giro dentro de su plano, y puedan girar estas secciones extremas alrededor de

cualquiera de los ejes X-X e y-Y.
B =Bo=0,5 corresponde a un empotramiento perfecto alrededor del eje y-y, y aun alabeo impedi-
impedido de las secciones extremas.

La norma DIN 4114 con Avy;, toma de tablas el valor @, y realiza la siguiente verificacion:
AV —mmmae @ - Po =P O /A € Ouam  (62)

con los valores de Ay, ?‘Y'v Xv‘t, se puede saber si existe predominio de pandeo por torsion,

en cuyo caso el valor de Ay seria mayor que el de Ax, A vi La esbeltez de comparacion Avi
puede escribirse:

B ®

ly C

Avi
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2.10 — Nueva norma europea. La nueva norma europea, con esta esbeltez de comparacion
Avi, calcula la esbeltez de comparacién de esta nueva norma A ., y con este valor y usando la

curva ¢, se extrae de la tabla correspondiente el valor de 7 ¢, con cual se puede calcular la tensién 6
carga critica:

(64) Okt = Xc GF/ 1,1 Nkt = Xc OrF A/ 1,1 )Nmayorado (65)

Esta carga puede ser determinante frente a las Ngy 6 Nk, y esto se daria en perfiles cuyos
espesores de los elementos que la componen son muy delgados y tienen poca rigidez a la torsion, y
no olvidar que estos perfiles de espesores muy delgados entran en clase 4 de secciones, en la que
predomina el pandeo local.

CONCLUSION

Con todo lo expuesto anteriormente, se puede decir que, si en las ecuaciones de ‘pandeo por tor-

si6n”, validas para barras de alma llena, se reemplazan los valores de Jx, Jy, Jy, Jp, A, Cy, iy, iy

1 lp, I'y, correspondientes a la seccién armada, se obtienen las mismas ecuaciones deducidas
anteriormente para barras armadas, siendo todo esto una demostracion.
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Capitulo III — Pandeo por flexotorsién, en barras armadas.

L. Introduccién. Igual que en barras de alma llena, este tipo de pandeo se genera, en barras
armadas cuya seccién tiene el centro de corte, no coincidente con el centro de gravedad. Algunas

de estas secciones, pueden verse en figura 1:

Figura 1

ap omo))
HoISI0)
ap oauan)

Angulares de alas iguales L.

!'E b; %za A e~

== ‘L—'— 1—'

5 g 5 et
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L
\ X sen®

Ung

Figura 2
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2. Anilisis del fenémeno. S se tiene una barra comprimida-en su centro de gravedad, como
se ve en figura 2, de simple simetria, referida a un sistema de ejes X e y, y se quiere analizar el
pandeo por rotacién y flexion, en relacion con el centro de corte, se procede de la siguiente manera:

luego de la flexion y de la rotacion 0, la seccién queda referida a un nuevo sistema X e Y, se quiere
ver cual es el desplazamiento de los puntos que componen la seccién, para ello se elije un punto
genérico como el [1] de figura 2, y de coordenadas x e y, calculandose el desplazamiento u y V.

u=uy-x + x"cose - (Y-ym)sen
(1
V=vM—(y-ym) + X sen + (Y —ym) cos O

el 4ngulo O es una magnitud infitesimal, y se tendréa que:

) sen® =0 X =x cosO =1

S|
n
s

reemplazando en ecuaciones (1):

3) u=uy-(y-ym0 v=vy +x0

La barra en estudio, tiene por condiciones de borde en sus extremos, apoyos simples, y
entonces se cumple que:

0(0) =670) = 0(f) = 07(f) = 0
u (0)

(4)

I

um(0) = ufs (L) £ uis(f) = 0

Las condiciones de equilibrio para el momento, alrededor
del eje y-y es:

®  MemP-o

y de acuerdo a la figura 2, y figura 3, se puede pl:.antear que:

_—
premml”
(6) M?= PugcosO = P[u M=y —ym) 9] "'—“T"'—r- "'—-'r—*f__—] —_‘
)
I
¥ el momento interno sera: I ; R N
do— 2 T - — 6'——--}- -
b{[i,) " r @ I r@
|
y por equilibrio se tendra que: { :
| ! L-_ -—-L-'
" P - JE D s
DEJyum + Pluy - (y-ym) 0 = 0
®) Figura 3

2) EJyum + Puy - P(y—ym) 0 = 0.
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Como los ejes estan referidos al centro de gravedad, es y =0, quedando la \e_cuacir'an (8.1):
) EJYu§;+PuM+PyM9=0

Planteando el equilibrio de momentos alrededor del eje x-x se tiene:

(10) M@x, + M{;)= 0 M(f)= P vu M(‘{()=-Elxv§fg que reemplazadas en (10):
11 EJxvm + Pvy = 0

El equilibrio de momentos alrededor del eje z-z vendra:
(12) M2+ MY = o

Se debe tener en cuenta que, el eje de gravedad de la barra se arquea
(flexiona), apareciendo en consecuencia esfuerzos de corte, como puede
verse en figura 4. Por tratarse de una seccién de simple simetria, habra
torsion, pues su baricentro no coincide con el centro de corte o centro de
torsion, y se tendra como puede verse en figura4:

(13) tga = uy = sena y entonces el esfuerzo de corte viene:
e
(14) 6)=Psena=Pu'~[=0'Fui;

Este esfuerzo cortante genera un momento torsor exterior, cuyo valor
es:

- e) e)
(15) a=d yM = O F uy yum

Como consecuencia de esta torsion, las fibras longitudinales se incli- rP
nan, y se produce otro momento torsor exterior, cuyo valor es:

(16) Mi; = Glpu B; Jpm = momento de inercia polar, con respecto al centro de
: corte, de seccion armada.

3. Ecuacion diferencial de pandeo por flexotorsién. Con las deducciones efectuadas
anteriormente (capitulo I, ecuaciones 68,69 y 70), el momento interior de torsion seré:

a7y M4 =Ecud +G1,0
igualando Ambos momentos, o sumandolos como en ecuacién (12), viene:
. : ' /] 1 ’ '
(18) ECu0 -GJ0 + OFuy ywm+ 00 I,m=0
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Las deformaciones uy y 0, caracterizan siempre a los problemas de pandeo por rotacion y
flexién. Con el analisis efectuado se dispone de las ecuaciones (9), (11) y (18), que derminan un
sistema de tres ecuaciones, y que son las siguientes:

rl) EJyVi + Pvy =0 J X = inercia de segéibn armadaﬁ résbéc?b eje X-X
(19) |2) El,(1-PT)up + Pux + Pyu0 =0  C, modulo de alabeo de seccion armada

3) ECy 0"+ (GTpm - GJ;) 0 + CFUMym = 0

Puede observarse que la primera de ellas, es independiente, pero las dos ultimas constituyen un

sistema de dos ecuaciones diferenciales, con dos incognitas: U y 6. Pero este grupo de ecuaciones
resuelve el problema cuando ambos apoyos son simples, por eso es un sistema restringido. Cuando
los apoyos tienen otras vinculaciones, se debe usar la ecuacion general, y ella se consigue derivando
dos veces las dos primeras, y una vez la ltima las ecuaciones (19), obteniendose:

1) EXx Vg + P Vﬁ' =0 jiger01é de seccién armada respecto eje y-y

@20) |2) Ex,(1-PPu +Pu+Py, ol = J, = médulo de torsion de seccién armada

3) ECMB + (GJpr- GJt)O + GFuMyM =0

To= - radio de giro polar refendo al centro de torsion de la barra 2 armada.

4. Criterio americano — El tratamiento que se d4 a este sistema de ecuaciones (19), es el
siguiente:

Las elasticas y el giro angular que se toman es: P - 7 %_,E—
1) v =Asen(n/f)x u= A2sen(n/£)x 0 = Assen(n/f)x

y teniendo presente que: Cym = Cw, T, = radio de giro polar respecto del centro de corte, ym = Yo
de seccion armada

: , )

(22) Nx=n_2EJx/f<’§ NyL 2E] (1-P7J) Nt=[TCzECw,/,£y +GJt]/r3
(«Ky "

reemplazando las elasticas, en las tres ecuaciones (19):

(23)[ EJz(l 7 Py) j 2 =Ny, Az = 0 --mmemmmmeeev Ny~ N) Ay — Ny, A3 = 0
(&)

{[E cw(nz/ft) +GJt]/‘f0 ~NT2} A3 ~Nyo Ag= 0 (N{=N) T2 A5~ Ny, Ay = 0

y para que este sistema de ecuaciones homogeneas tengan solucion, el determinante de la matriz
debe ser nulo:
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(Nx = N) 0 0

0 (Ny — N) ~Ny, =0

0 N Yo (N | Ep N) -1_20
Desrrollando el determinante: -

(249) (Nx - N) (ﬁy;—- N) (N{— N)Tp - (Ny =N) N y2 =0 sacando factor comin

@)  MNe-N) [M=- N (N - NTE N3] = 0

una solucion de esta ecuacion es cuando (Nxy— N) = 0, y se tiene pandeo por flexion segin eje x-x,
y es independiente del otro eje y-y, y la otra solucion es cuando:

@6  [MN- NN -NF-N'y2] =0

desarrollandolo se llega a la siguiente ecuacion (algebraica de segundo grado:

= -\ 2
@) [1- GofTo)’ NP~ (Ny;+ NN + NNy = 0 [1- (3/7o)’]=H
resolviendo la ecuacion:
(28) Nyj+ N¢ + Wﬁy}_"' Ny? - 4ﬁnNtH Ny; + Ntlr
Ncr,fl = = )
2 H 2 H

dividiendo esta carga critica por la seccion, se obtendra la tension critica:

4Gy O ot H Cuy=T E/(KYL)Z =TFey
(Ecry”“ Cfcrt)2 3 '[ﬂ:zECw .Qz"*'GJg_
s Alrfl-., .

La bibliografia americana a estas tensiones criticas, las denomina como fc v» Fez ¥ Fe,
quedando la clasica ecuacion reglamentaria general:

(29) Gy ¥ G l_
o-cr,ft= c - /]"
2 H L

F,+F Wil 5 Fop -H
(30) FooroitFaly g %P
2H Few_+F
siendo F gy, = nZEf(‘xm,y)z Fe:= {[m*ECw/ (k. )]+ GJt}/AT% (31)
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En el sistema americano todas las medidas son en pulgadas 0 pies.
g = longitud no arriostrada. ky, k= factor de longitud efectiva. ry = radio de giro seeun y-y

: de seccion armada
- 2 2 T 983
(rf_.)2 =yo + Iy + Ix. Iy =radio de giro segin eje x-X. ¥ o = coordenada centro corte
seccidon armada de seccion
Cw = modulo de alabeo, barra armada. -~ J = momento de inercia torsional, seccién armada

La ecuacion (29) corresponde a apoyos simples, se deberia tener la general, para cualquier tipo
de apoyos, si se consideran apoyos empotrados, las elasticas a considerar serian:

(32) v=C;[1- cos(ZTE/.ﬂ)i] | u=0C, [1 -‘cos(Z‘Jt/‘E)x] 0=C; [l—cos(21t/,ﬂ,)x

1\1,‘=1r"’151,;/(0,sJl,()2 N,=TE 2 gl-P'\() Nt={[fECw/(o,sﬂy)2]+GJt}/'r2¢.
(0,5 -

Siguiendo el procedimiento anterior se arnba a la misma ecuacion (29), pero en este caso las
tensiones criticas son las siguientes:

2 2 -2
Ucryi,:Fey}.:’rzE/(' ;\.my) (33) Gcrt=Fez={[7t2ECw'/(0,5£Y) ]+ GJl}/Arﬂ
y en el caso mas general de empotrariiiento elastico 6 perfecto seré:. |
Cay=Fey=TE/(Amy) (4  OCeu=Fe,={[TEC./(k.L )]+ GIJ/AT:
con la tension critica ideal © o, ft = Fe se obtiene la esbeltez de comparacion de la barra armada

T E [Fe= (l v.,ri,,,)2 (35) T, =radio de gir_o_polar referido al centro de torsién
de seccion armada
y con la anterior reglamentacién AISC, se puede calcular la tension critica:

Avin< Ce =C o, 1= [1 —(lvw)z/(z c)] OF (36)

Kovisig B =Car=TE/(Aviy (37

aplicando el coeficiente de seguridad correspondiente, se obtiene la tension admisible.
Conociendo la tension critica ideal, se podria seguir otro camino, como calcular la esbeltez de

comparacion ideal A, i . Reemplazando en la ecuacion (35) el valor Fe dado en ecuacion (30)y
realizando los reemplazos de las tensiones dadas en ecuaciones (34), y realizando ademas algunas
transformaciones, se llega a calcular la esbeltez de comparacion, con la siguiente expresion:

. 2.( lmy)zH Y E (ky£) '
1/ @ + c? )[ 4c*wH rn:| r '-lv;fi + A _ -.‘.LE&H_‘T_%.] (%)
1% @rel | omd| . @ +¢")’

< 65



Ing. Omar Mifio

siendo el radio de giro de ﬂexotorsién; de seccién armada

(39) I.th_I’yL l' +C [ \/,1 4C Hrn]

2HT z (F2
yelradio - ° detorsion es:
3 (Ver publicacion del autor “Pandeo por
(40) R:M +:0,039 (BL)” 1 flexotorsion™. 2.005, ecuacién (60) del
Iy del capitulo II).

4.1 — Ecuacion en funcién de los radios de giros r y, I ¢, y como incognita el radio de giro
r ¢t de flexotorsién, en secciones de simple simetria. La ecuacion final a que se llega, tambien
puede presentarse de otra manera, si a la ecuacion (27) se la divide por A , esta queda en funcion de
las tensiones:

@)  H(Ocr) - ()it G )Ocrpi+ T 0, =0
reemplazando r, = de ecuacion (52) del c?p anterior “Pandeo por torsién”
e 2 2
42) Oorri= WEEn )/l O, TE (r,-,)z/(k,_g,)" G¢= TE [/ (k)
queda: fLas tensiones y radios de g_iro, pertenecen a la barra armada)
4
(43) H(rs) - (riﬁ 2) (rse )2 + 15 ri; =0

resolviendo la ecuacion bicuadrada, r¢ es:

(44) By, = £+ + \/(r'?‘,;+ r¢) - 4H rav;rf:rf,i+ r 1=/
2 H 2 H

4er rt

yr-+ 1"1

siendo T'y el radio de giro segin eje y-y, y Ty es el radio de giro de torsion que viene dado por

~las ecuaciones, correspondientes a la columna armada, Y I'ry es elradio de giro de flexotorsion.
La ecuacion (44) brinda dos raices, se debe tomar el signo menos de la raiz, que provee el menor
radio de giro, y por lo tanto la mayor esbeltez, y en consecuencia la menor tensién critica, que es la
solucién al problema

A la misma ecuacion (44) se hubiese llegado si en la ecuacién (29) se reemplazaran las
tensiones criticas en funcién de los radios de giro, es decir con las ecuaciones (42), haciendo las
simplificaciones respectivas la ecuacién queda igual, se siguié el primer camino para ver a que
ecuacion se llegaba: “a una ecuacion bicuadrada”.

De aqui en mas, el camino que se sigue es similar al anterior, con el valor del radio de giro de

flexotorsion I ¢y, se calcula la esbeltez de comparacion Avi = B / I'ft¢ yluego en funcion de ésta

las tensiones criticas:
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A'Vi < C : "o-cr,ft = []- = (}-Vi)z/(zé)]GF

lVi > Cq : >=Ocr,ft = an/(;\'Vi)z

y segun norma anterior AISC (1063), a estas tensiones criticas se les aplica el coeficiente de
seguridad correspondiente.

4.2 - Ecuacién en funcién de las esbelteces A Yoo A t » ¥ como incognita la esbeltez de
comparaciéon A v ;, de flexotorsién.  Otra forma de presentar la ecuacién es en funcion de las

esbelteces A y» At, y como incognita A v;. Reemplazando en ecuacion (43) sus radios de giro

por:
(45) ree =4[ Avi Iy =E/;\.yi It =£/?\.t
queda:
(46) H __[ 1 r =0

: i 1 1 e ... <
M) A AR [P (P
multiplicando por fyi. ft. (K\/i)4 viene:
@ Q)= Eir RO Qv + 5K ) = o0

ecuacion bicuadrada, que resolviendola da la incognita A v;:

Ayt ft) x J(fﬂ.‘*' ft)z_ 4 H fw’.ft

B Kyi = ( 2

y en este caso corresponde tomar el signo positivo, pues a mayor esbeltez corresponde una menor
tension critica; factoreando queda:

2 2 ; Zz 2
(49) fv;=(l=fi+2’“! 1+ (/,1_4}1 Ayi A

().Y:;_‘f' A.. t) 2

Con el resultado de esta ecuacion, el problema se acorta un poco, pues se dispone de la esbeltez
directamente, y entonces la carga critica viene en funcién de la esbeltez:

Avi< A >Ccrft = [1 - OEVi/zct)]GF

Avi> G, =Cor e =T E/(7Wi)2
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Puede observarse que, la solucién de la ecuacién a la que se arriba, tiene una similitud con las

anteriores,

en las cuales figuran el valor de las tensiones (ecuacion 29), 6 en la que se reemplaza el

“valorde O . ¢t porelvalorde rgy, Ty O Ty. Se debe tener muy en cuenta cuando se trabaja
con las diferentes ecuaciones (29, 44, & 49), el signo de la raiz cuadrada, pues en algunos casos, se
debe tomar el signo positivo y en otros el negativo, todo depende de la incognita que se tenga.

5.~ Secciones que no tienen ningun eje de simetria.  Sistema de ecuaciones al que se

arriba. Soluciones. Como la seccion analizada anteriormente es de simple simetria, una de las

coordenadas del centro de corte es nula (X = Q), pero cuando se trata de una seccion sin ninguna
simetria, dichas coordenadas no son nulas, y se pueden presentar dos casos: 1) cuando uno de los ejes
principales corta a los dos perfiles, 2) cuando ninguno de los dos ejes principales, los cors

(50)

, ta. En el primer caso se llega al sistema siguiente
) EJ vy + Nvi + Nxy®' =0

2) EJ,0-NPuV+ Nuly + Nyu® =0

3) ECy 0 + (NT2—G1;) 0 + Nyyu'y + Nxyvi =0
| )=

Puede verse que en las tres aparece el giro 0, por lo tanto ninguna de ellas es independiente,
reemplazando las el4sticas expuestas anteriormente, se llega a plantear las ecuaciones siguientes:

(51)

1) [PET/(fx) - N] Ay = NxxAs = 0 Ny = B/ fx
— . . ) —_— 2 Lo
T | " Tar

3 {[PECu/ (&) + G1:]/52- N} F2As5 - NymAz— NxmA; = 0

Para que haya solucion, el determinante de. — (Ny=[1@ B Cu/ (L) + GT.] /52
la nuatriz de los coeficientes debe ser nulo. ( =1 u/ G+ t]/ .
(Nx— N) 0 -~ NXy
0 (Ny~=N) —=Nyu =0 (52
~ N Xy - Nyu (N~ N) 12

desarrollando el determinante viene:

(53) (Nx-N) (ﬁy:‘- N) (N, - N)ff, - (ﬁy-t— N)N2 x"'M- (Nx~ N)N2 yﬁ =0
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]
o

(54) -(N=N0) (V=T ) (N=Np) + (N-N) N (x0e/To Y + (N=Fi) W (ya /T )’
cambiando el signo viene:
(55) (N=N)MN-Nyp)(N-N) - N-N)N xn/Fo) = N-N )N (yu/To)’ = 0
La norma americana a las coordenadas del centro de corte las denomina x, e y,,y por lo
tanto reemplazando en la ecuacion (55) yM =Y.,y XM =X, , y presentando a la ecuacion, como una

expresion algebraica de tercer grado, con la cual es posible trabajar con mayor comodidad,
dividiendo esta carga critica por la seccion, queda finalmente:

—2 2
(56) HF;e +[(1/ro)(X20 Feyi+ Yo Fex)~ (Fex + Feyt Fet)]Fe +

+ (Fey,Fex * Fey; Fet + Fex Fet)Fe— (Fex Fey Fert) =0
Esta ecuacion ctbica, brinda tres raices, de las cuales se toma la menor, que es la que resuelve
el problema; las tres raices de la ecuacion son reales, matematicamente se demuestra que toda

ecuacién cubica, que proviene de una matriz que guarda simetria respecto de la diagonal principal,
tiene sus tres raices reales, y la matriz (52) esta en esas condiciones.

k, = factor de longitud efectiva para pandeo por torsion.
E = moédulo de elasticidad (ksi) 6 Kg/cm?.

G

middulo transversal de elasticidad (ksi). ¢ Kg/cm®,
Cw = mddulo de alabeo (pulg.6), 6 cm®
J1 = momento de ine;'cia torsional (pulg.4) 6cm?,
Jx, Jy = momento de inercia respecto de los ejes principales, X —y (pulg.4). 6em”.

X, , Yo = coordenadas del centro de corte, con respecto al centro de gravedad (pulg.) 6 cm

fs=\[ao+y§ +(x+3y)/A | H=1-[0G +30)/T0]
Fex = T E/(kxBx/rx)’ Fey,= T E/( Ay )?
Fer = [thECw/(ktfy)2+GJt]/(A'r'f)
ﬂ => longitud no arri(ostrada. kx,ky = factor de longitud efectiva, segun ejes x - y.

T, = radio de giro polar respecto del centro de corte (pulg.) 6 cm.
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Fex = tension criticz;. ideal de Euler, con respecto al pandeo segin eje x-x (ksi).
Fey = tension critica ideal de Euler, con respecto al pandeo segin eje y-y (ksi).
Fet = tension critica ideal de pandeo por torsion (ksi).

T x,Ty= radio de giro respecto de los ejes principales (pulg.).

A = superficie de la seccion transversal de la barra (pulg2 )

5.1 — Ecuacién de tercer grado en funcion de los radios de giro. Si en la ecuacion (56), a
las tensiones se las reemplaza en funcién de sus radios de giro:

Fex= 752 E (rx)z/(kx.gx)z Feyl; 752 E (ryi)z/(k)’g)’)2 Fet= ﬂ:z E (I‘ t)z/(kt'g )2

queda:
| _2 a 2
67 H@H) + [/TO) 60 ryir ye ) = (% + iy 1) )7+
(rax rzyl + r2yL o+ 1y 'rzt ) e - (1% ray-L 5) =0

Puede verse que la ecuacion es similar al de las tensiones (en realidad es una ecuacién de sexto
grado, pero como su incognita aparece al cuadrado, se transforma en una de tercer grado, y no se
tienen en cuenta las raices negativas, tambien se la llama ecuacion bicabica), con la Gnica diferencia
que aqui aparecen como coeficientes de la ecuacion los radios de giro, y como incognitas los radios
de giro de flexotorsion al cuadrado, y el radio de giro buscado es la raiz cuadrada del menor de los
valores hallados. Con este radio de giro se busca la esbeltez y en funcidn de esta la tension critica.

5.2 — Ecuacién de tercer grado en funcién de las esbelteces. Reemplazando en la ecuacion
(56) las tensiones en funcion de las esbelteces:
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(59) (}8}03“ (}‘%x + }\2,),‘ + ft)(fﬁ)2 + [1/}"3’ (xa:) }\,Zx 7& + }/(2) fy(:ft>“‘

t
2 2 2 2 2 2 2 4
. - 2
R Kyt M+ A K] + H Ax Ky ki =0
Aqui tambien se ha llegado a una ecuacidn bictbica, en la cual las incognitas son las esbelteces

A1, y de las raices se debe tomar la mayor, porque ésta brinda la menor tension critica.

5.3 — Secciones que no tienen ningun eje de simetria. Sistema de ecuaciones al que se
arriba.  2° caso: cuando ninguno de los ejes principales corta a la seccién armada, (son ejes
inmateriales). Soluciones. En este caso en particular, los ejes principales son inmaterioales y las
esbelteces son ideales. El andlisis se realiza en la misma forma anterior, y se arriba al sistema de

ecuaciones, parecidas a las anteriores;
D EL(I-N) va + Nvi + Nxy 6’ =0

(60) [2) EJ, (—NDuy+ Nuk + Nyud =0

3)ECuB + (NT2—GI) 6 + Nywywh + Nxyvi =0

Puede verse que en las tres aparece el giro 0, por lo tanto ninguna de ellas es independiente,
reemplazando las eldsticas expuestas anteriormente, se llega a plantear las ecuaciones siguientes:

D) [ ET 0=NF) —N] A - NxyAs = 0 Na= TE T (1-N%
-
T o= ; _ No=1TC v - f'}?),'
61) |2) |n?ET,(1-P% - N|A2—~ NyuA; =0 T :
&y A
_3) {[PECu/ (L) + GT ]/ To- N} TeAs -~ Nyuha—Nxudy =0
Para que haya solucidn, el determinante de Ntﬁ:[’]'[/z E CM/’(zt)z + GJ.t] /f?.‘
la matriz de los coeficientes debe ser nulo: o
| (N =N) 0 - Nxum
0 Ny~ N) ~Nyu =0 (62)
~ Nxy -Nyw  (N=N)TS

desarrollando el determinante viene:
63 (Ng= M) My~ M) (N~ N To - Tye NN K= Na-N) N yd = 0
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(64) . (N- N (N-N ) (N=Ny) + (N *.ﬁﬁ) N (x M/_fo)2 + (N-Ny) N (YM/?O)Z =0
cambiando el signé viene: | |
65) (N-N) N-NpN-Nt) = N-Np)N (xy/To) = (N RN (/T ) =0
La norma americana a las coordenadas del centro de corte las denomina X, € ¥, ,. y por lo
tanto reemplazando en la ecuacion (55) ymM=7Yo, ¥ XM =X,y presentando a la ecuacion, como una

expresion algebraica de tercer grado, com la cual es posible trabajar com mayor comodidad,
dividiendo esta carga critica por la seccion, queda finalmente:

~2 2
'(66) HFSG +_[(1/r§)(xzo Feyi+ Yo Fex)— (Fexi+ Feyi™ Fet)] Fe +

+ (FeyiFexL'*” Feyi Fet + FexFet)Fe - (FexLFeyLFet) =0
Esta ecuacién cubica, brinda tres raices, de las cuales se toma la menor, que es la que resuelve
el problema; las tres raices de la ecuacidn son reales, matematicamente se demuestra que toda

ecuacion cubica, que proviene de una matriz que guarda simetria respecto de la diagonal principal,
tiene sus tres raices reales, y 1a matriz (52) esté en esas condiciones.

k, = factor de longitud efectiva para pandeo por torsion. |
E = mbdulo de elasticidad (ksi) ¢ Kg/cm® !
G = mibdulo transversal de elasticidad (ksi). 6 Kg/cm”.

X 6, ., ¢
Cw = modulo de alabeo (pulg. ). dem” -

o 4 y
Ji = momento de inercia torsional (pulg. ) 6 cm* , de seccién armada
Jx, Jy = momento de inercia respecto de los ejes principales, X — y (pulg. ). 6 cm 4, barra armada

Xo, Yo = coordenadas del centro de corte, con respecto al centro de gravedad (pulg.) 6 cm-

- f;""r\lxaf’ Yo+ (Tt Jy)/A . CH=1-[E % )/fi]
Fexi™ TCEE/(k-XﬁX/rX)Z _ Fey,= TCZE/( )\‘)"‘ ‘)2 =T E (ry)z/(-"K}’ﬁ}')z
Fet = [TCZEC'w/(ktf_y)z-&-G It]/(Aff) de seccién armada

L - longitud no arriostrada. ‘.kx,.ky = factor de longitud efectiva, segin ejes x — y.

T, = radio de giro polar respecto del centro de corte (pulg.) 6 cm.
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Fex = tension critica ideal de Euler, con respecto al pandeo segin eje x-x (ksi).

Fey = tension critica ideal de Euler, con respecto al pandeo segin eje y-y (ksi).

Fet = tensidn critica ideal de pandeo pof torsion (kst).
I'x,Ty= radio de giro respecto de los ejes principales (pulg.).

A = superficie de la seccion tra.nsvers.al de la barra (pulg2 )

5.4 - Ecuacién de tercer grado en funcién de los radios de giro. - Si en la ecuacién (56), a
las tensiones se las reemplaza en funcién de sus radios de giro: ‘

Fox= T E @0 /(kxda)  Foyim ¥ B (1) (il Form 7 E @0/ (ke)

queda: | -

@ EE) + [0/F)6 B ¥ R - G B 2] E7 ¢
(Cithi+ Bt + ) - Barird) = 0

Puede verse que la ecuacion es similar al de las tensiones (en realidad es una ecuacién de sexto
grado, pero como su incognita aparece al cuadrado, se transforma en una de tercer grado, y no se
tienen en cuenta las raices negativas, tambien se la llama ecuacion bicibica), con la unica diferencia
que aqui aparecen como coeficientes de la ecuacion los radios de giro, y como incognitas los radios
de giro de flexotorsion al cuadrado, y el radio de giro buscado es la raiz cuadrada del menor de los
valores hallados. Con este radio de giro se busca la esbeltez y en funcion de esta la tension critica.

5.5 - Ecuacién de tercer grado en funcién de las esbelteces. Reemplazando en la ecuacion
(56) las tensiones en funcién de las esbelteces:

2. 2 o2
Fex = T E/Axt Fey = T E/Ay; Fet = T E/ X
viene:

H 1

1
R R

+ 1._L_.+ 1 .
[fx;, fyl f ]

2 2
multiplicando por A Xt A e
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©) ()’ - (;§X<L+ ﬁyi ) Re)? + [1/2 68 K+ Ky K )=
(ixcxyﬁ' 7\-yL7\at )] ()vft)z + HA x;fy[ft =0

Aqui tambien se ha llegado a una ecuacién biciibica, en la cual las incognitas son las esbelteces

At , y de las raices se debe tomar la mayor, porque ésta brinda la menor tension critica.

6. — Nueva norma americana. Criterio AISC-LRFD. La nueva norma americana AISC-
LRFD, calcula la tension ideal de flexotorsion con ecuacién (30), 6 ecuacion (55) segun sea el caso,
y en funcién de la ecuacion (35), obtiene la esbeltez de comparacién, que corresponde a una barra
ideal que pandea por flexion con la misma tension critica, que la barra que pandea por flexotorsion,
lo importante es obtener la esbeltez:

70)  TE/Fe = (hyi) , Ae = (vi/ W) VEe/E

y con esta esbeltez A ., se calculan las tensiones criticas:

2
N QA
AeVQ €15 s O.r =(Q(0,658) ‘| GF |“Pandeo en el campo real de barras de a-
L cero — barras de alma l[lena” deing.
2
AeVQ > 1,5 e G = (0,877/ Ac)O5 Omar Mifio — mayo de 1999.

Para secciones compactas y no compactas Q = 1,0, otra manera de proceder es buscar el valor de
de la tabla correspondiente, y entonces el camino seria:

(A, - Ger =085 Y Gp otambien

(755 A -y =P = 0,85 ¥ Gf A > P (factoreado)

7. — Criterio europeo. Secciones de simple simetria. El analisis del fenomeno es idéntico al
desarrollado anteriormente, es decir ambos criterios (americanos y europeos) coinciden en la

determinacion de la tension critica ideal 6 la determinaciéon del Avy;. Los europeos se diferencian

de los americanos, porque ellos trabajan con la esbeltez de comparacién A v;, pero la presentan a la
misma de otra forma. Sia 1a ecuacion (38), se la multiplica y divide por:

{73; f \/1 4 ¢ Hfz

“+ c ) . queda finalmente

(74) Avi 213 tev ¢’ +1M 1_
‘ ] ] C +l\,1>2

ly
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los europeos al radio de giro polar I, lo llaman 1y (T, = iy ), y la norma DIN para diferentes
condiciones de borde, y diferentes formas de alabeo la presenta como:

Bl ||+ i L»H_\/,_ 4 & [i% + 0003 (BX/B: - 1)21]| @9)

: 2 2 - \2
iy 2c (c® + iy)
en la que representan:

2 .2 .2 : A
lp = 1x *+ 1y = radio de giro polar , con respecto al centro de gravedad, en cm.

¥ 2 " .
i = lp + yﬁ = radio de giro polar, con respecto al centro de esfuerzos cortantes, en cm.
ym = ordenada del centro de esfuerzos cortantes, tomando como origen en centro de gravedad.
W2 2 Wi
. =\/CM BLY/ Boly + 0,039 (BL)* 71, (76) “radio de torsién” de la seccion, en cm.
Ty

Jt = modulo de torsién, en cm®.

Cu = Cy = modulo de alabeo, en cm6, con respecto al centro de esfuerzos cortantes.

Y/
o

longitud teorica de la barra en cm.

distancia (de importancia en la torsién), calculada o medida sobre el dibujo, entre los cen-
tros de gravedad de los grupos de roblones, 6 cordones de soldadura de los dos extremos de
la barra.

B = coeficiente de empotramiento a la flexion.

Bo = coeficiente de alabeo.

Se recuerda que la ecuaciones (53) y (54), son aplicables a secciones simplemente simétricas, y

la norma DIN 4114 expresa claramente que B = Bo = 1,0, corresponde a un apoyo doblemente
articulado en los extremos de la barra, quedando impedidos el giro y los recorridos dentro de su
plano de las secciones extremas; pero pueden girar estas secciones extremas alrededor de cualquiera
de los ejes x-x e y-y, quedando ademas libres los recorridos de sus puntos, en la direccién del eje de

la barra. Si B = Bo = 0,5 corresponde a un empotramiento perefecto alrededor del eje y-y, y aun
alabeo impedido de las secciones extremas.  Si las condiciones de vinculo de la barra, corresponden

a un empotramiento elastico de la seccion extrema alrededor del eje y-y, se tendra que: 0,5 < B <10
y si el alabeo fuese parcialmente impedido se tiene: 0,5 < ﬁo <1,0. En casos practicos usuales, la

norma aconseja suponer 0,5 <3 <1,0 y Bo=0,5
Las ecuaciones (64) y (65) responden tambien a una seccién de doble simetria, pues realizando
las simplificaciones correspondientes, se llega a la ecuacién (63) del capitulo anterior, en la cual la
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condicion de 1, > ¢ esta diciendo que existe pandeo por torsion, con una carga menor que la de
pandeo por flexion alrededor del eje y-y.
La comprobacion que realiza la DIN 4114, es la siguiente: con la determinacion de la esbeltez

7‘~Vi , entrando en la tabla A - @ se extrae el valor del correspondiente (0 v ;, y comprobando que:

(*7) C=POvi/F < Cun

7.1 — Secciones que no tienen ningun eje de simetria. Cuando la seccion no tiene simetria,
la DIN 4114 no brinda ninguna solucion a este problema, sin embargo la amplia bibliografia europea
sobre el tema, al igual que la americana, presentan la misma ecuacion de tercer grado (no podia ser
de otra manera), en la cual la menor de las raices es la solucion buscada, procediendo de la siguiente
manera:

@ B/ Gyi=(hyi) e Avyi = TVE/ O yj wermmmemre O v;

(78) G=P(DVi/F<Gadm

Si se quisiera determinar la esbeltez ideal para estas secciones sin simetria, la ecuacion a que se
arriba es voluminosa y bastante compleja, es mucho mas simple determinar la tensién ideal y con ella
calcular la esbeltez.

7. 2. Nueva norma europea. Secciones con doble y simple simetria. La nueva norma
europea, calcula la esbeltez ideal A vi en secciones de doble y simple simetria, y con ella la
esbeltez de comparacion (con ecuaciénes 64 6 65), Acvi = AVi/T( NGr/E ), usando la

curva ¢ para sacar el valor de ), paraluego calcular la tension critica 6 carga critica:

(79 Ok =Y Or 2 O (factoreado) ~ Nk = A Or A > N (factoreado)

Este es el camino que siguen los europeos, pero tambien aceptan calcular la tension ideal de

pandeo por flexotorsion O i £t con ecuacion (30) y luego determinar A vi con ecuacién (35) 6

7»0, Vi = \l Or / O ki, ft, O calcular directamente A v con ecuacién (38) 6 (49), pues todo esto
proviene de un mismo razonamiento, como se demostrara en los parrafos anteriores.

7.3 Nueva norma europea. Secciones sin simetria. La norma europea usa en estos casos
la ecuacidn de tercer grado (55), en la cual la menor de las tres raices corresponde a la tension critica
ideal buscada, con la cual se determina la esbeltez de flexotorsion, y luego el camino es similar a lo
anterior, usando siempre la curva c.

8. Comparacién entre la norma AISC-LRFD y la norma europea. La diferencia que

existe entre ambas normas son las siguientes: la americana calcula la tension 6 carga cntlca con la
unica curva que tiene, mientras que la europea toma la curva ¢, "~ -
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Ejercicio 1. - Una barra armada, compusta por dos perfiles doble te normales, separados de 30
cm, con diagonales de angulares de alas iguales 30 x 3 mm, formando un angulo con la vertical de
60°, con un apoyo que divide la luz en el sentido del eje y-y en dos partes iguales, como puede verse
en el esquema, luz 7,00 m con una carga de 96 t, y la carga es un 50% permanente y el otro 50% es
principal ¢ viva. Venficar la barra.

s DATOS: perfil normal doble te 200 mm
= _T: A=334x2=668cni Al=334cm  iy=8,00cm

iz=1,287 cm OF=2,55 t/cm2 b= 90 mm

tw=7,5 mm t="1,13 cm Jy=2.140 x 2 =4.280 cm*

- [
—

E = 2.1001/cm2 ' G =8l3!’;",'?’t/i;:mz Jz=117 cm*

Americano

34,64 —

Pagina 87 — tabla B.5.1

S

)
9 t

b/2t< A« (alas) Ar=0,56 V (E/ O¥)

9/(2x1,13)=3,98 < Ar=0,56 Y (2.100/2,55) = 16,07

he/tw < Ar (alma) A=1,49VE/Or

he/tw = 16,24/0,75 = 21,65 < Ar = 1,49V 2.100/2,55 = 42,76

de acuerdo a estos resultados no habra pandeo ic;cal antes de la carga critica.
12D + 1,6L = 1,2x05 + 1,6x0,5 = 1,40

P=140x96t = 1344t carga factoreada 6 mayorada

segin ejey-y  Ay=350/8,0=43,75 ———n- — Aoy = (43,85 /1) V2,55 /2.100 = 0,486

X = 0,7703 -=—-—-e= Pary = 10,7703 x 2,55 x 2 x 33,4 = 131,212t < 134,4t malas condiciones
segun eje z-z Jz=15.030 cm* rz=15cm rib=1,87 cm
Az=1700/ 15 = 46,666 Q=hy/2rib = 30/(2x 1,87) = 8,02

Ame =V (46,666f + [0,82x 8,02/ (1+ 8,0F)] (34,64 /1,875 = 49,54

I
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Aemz = (49,54 /T0) V2,55 /2.100) = 0,5495 = 0,55 wemnemeemeee X = 0,7489

Perz = 0,7489x2,55x2x33,4 = 127,57 t < 134.4 t —covimcin malas condiciones

se sigue analizando el problema, aunque ya esta en malas condiciones, esta barra daria en buenas
condiciones si la carga de trabajo fuese P =91,0t, entonces 91 x 1,4 = 1274t < 127,57t

Pandeo local Al =34,64/1,.87 = 18,54 - =—Ad = 0,205 ——x ~— X1 = 0,8351]

Perlocal = 0,8351 x2,55x 33,4 = 71,12t o que no se tiéne aca es la carga que realmente

viene por el parante mas comprimido, si es mayor o menor que 71,12t, al ser O = 60° esta
garantizado el pandeo local,. pero no en este caso, ya que la carga critica es menor que la solicitacion.

M= 18,54 < %Am = % 49,54 = 37,155

Verificacién de pandeo por torsién. En secciones de doble simetria, debe comprobarse
pandeo por torsién. En estos perfiles PN 200, separados de 30 ¢cm y unidos con diagonales de
perfiles angulares, se ha determinado en las primeras paginas de esta publicacién, ecuacién (61),
los valores del médulo de alabeo Cw, y del médulo de rigidez torsional Jt con ecuacién (34), y su
célculo en pagina 11

h=30cm hy =18,87 cm

]

Jy=2.140x2 =4.280 cm*

! 2 2 = ] 2
h h h
Cw—_-— 2 (-—4- Jxl—" '—f'- Jy}].‘——.. TJ_‘ +_4£ 233-1

Jy1=117cm* G=807,7t/cm?
61y _ p
J;=6.582 cm
reemplazando valores queda:

Cw = 985.097 cm®

la tension critica ideal de Euler, para esta seccién armada es: (ver publicacion del autor “Pandeo
por torsién y flexotorsion; de 2.005 ecuacién 25 pag. 62, pag.50, 51 y 52 de pag.65)

Fe =1 Lﬁg Cw 4G _]]:-: 1 [nz 2.100 x 985.097 §63,7x6.582] = 2;!7,47

hi 1* 19.310 (700)*

Ao = VFy/Fe = Y2,55/277,47 = 0,005865 —oreem 4 = 0,8468
Per = 0,8468 x 2,55 x 33,4 x2 = 144,23t > 127,57t (pandeo por flexién)
con estos resultados, predomina la carga critica segun eje inmaterial.
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Se podria haber seguido otro camino, calculando el radio de giro de torsion:

= 80,70

fc + 0,039 J, (KL)> 985.097 + 0,039x6.582 x (700)*
Tp 19.310

A= 700/ 80,70 = 8,673 ----nrr- > Ao (8,673 /n)(\} 2,55/2.100) = 0,09620

_llegandose a un resultado similar al anterior.
En estos perfiles, no debe verificarse pandeo por flexotorsion, si se comprueba que: [“Pandeo por
torsién y flexotorsion” del autor afio 2.005, pagina 17, ecuacion 63, que brinda las ecuaciones que

se necesitan].

Avi = Ay ip/ c <A, .. 4954x 23/91,48 = 12,5 < 49,54  ( no existe predominio de
pandeo por torsion).

ip=i, +i, =80+ 15 =23

e \/cw +0039L% J, = 1/985.097 + 0,039 x (700)* x 6.582 _
- T, 15.030

En la mayoria de los casos de perfiles laminados europeos, la carga critica de pandeo por
torsion, es mayor que la de flexion.
Queda todavia por verificar pandeo local a torsion, de la barrita de 34,64 cm del perfil I 200:

re= \/cw +0,039 J (KL)?/ Jp = Vlo.soo +0,039x13,5x(34,64)2 /2257 = 2,22

A =34,64/2,22 = 15,6036 Ac=(15,036/17). \/2,55/2.100 =0,173 ----- =% = 0,8394
Pert=0,8394x2,55%33,4=71,49t > 71,12 t (pandeo por flexién)
Predominan las cargas de pandeo por flexion, ante las cargas de pandeo por torsion.

Verificacién de la diagonal, a pandeo por flexién.
Qmax = 0,02 Per = 0,02 x 127,57t = 2,551t
Dd = Qmax /(2 sen 60°) = 2,55/(2x0,866) = 1,472t
Datos del angular 30 x 3 mm: Ad = 1,74 e ‘TNimin = 0,57 cm
Diagonal Ad = 34,64 /0,57 = 60,77 ------- > Aot = 0,674 --nnemmv = Yd = 0,7024
Dkd = 0,7024 x 2,55x 1,74 = 342t > 1,472t buenas condiciones.

De pagina 87, primera parte (perfil angular):

b/t < A = 0,45VE/ G b/t=3/03=10 Ar =0,45 Y 2100/2,55=12,91
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Verificacién del pandeo por flexotorsién de la diagonal, y otras cargas que inciden sobre ella.

Por ser un angular, y no hay coincidencia entre el centro de gravedad y el centro de torsion,
existe pandeo por flexotorsion, segtin los ejes y-y y z-z (ver figura) ademas de pandeo por flexion
seglin el eje minimo de inercia que fue calculado anteriormente (ver pandeo por flexotorsion del
autor, 2.005, y las ecuaciones de pagina 79), debiendose comprobar si la carga critica de flexorsion
no es menor que la de flexién

A4 = 34,64/ 0,90 = 38,49 ry=v(090% + 0,69%) 2 =1,60cm  Cy = 0,03472 cm®

H=1- (0,69°x2)/1,60°=0,628 Fey=Fe,=T"2.100/3849% = 13,991t/ cm’
Fer = {(m°x2.100x0,03472)/ (34,64)* + 807,7x0,0513} /1,74x 1,6> = 9,4366761 t/ cm’
Con estos valores se plantea la ecuacion de tercer grado (56) de NE % §
pagina 79, de la publicacion “Pandeo por flexotorsién™ del autor ‘E_é%__‘
~ _ %
0,628 (Fe)’ - 32,214679 (Fe)” +459,80515 F -- 1847,211 =0 gty
/ A

resolvindold, se obtienen las tres raices de la ecuacion: j/ } N 4

Z N
Feo| = 30,38896265286444 t/cm®> Fep= 6,91905753761204 t/ cm’

Fe3 = 13,98923936366365t/cm®  A.=Y 2,55/ 6,919 0= 0,6071

v =0,7285 Dcq=0,7285x2,55x 1,74 = 3,23t > 3,12t (pandeo simple)

Puede observarse en este caso, que por ser los valores de Cy, y J; pequefios (0,03472 cm® y

0,0513 cm* ), predomina la carga de pandeo por flexion, al ser pequefio C y, la seccién es muy
deformable y las tensiones de flexion que se generan debido a la torsion, son tambien pequefias.

Si no existiese otra solicitacion de carga, todo este célculo es correcto, pero no olvidar la carga
del operario, que usara las diagonales de la columna como peldafios de escalera, se estima la carga
del operario con caja de herramientas, entre 100 Kg y 120 Kg , y por lo tanto esta carga provocaré
flexion en la diagonal, pandeo lateral flexotorsional, como tambien pandeos locales, que habra que
verificarlos en su conjunto, y es muy posible que el angular deba ser mayor que 30 x 3.

Se debe considerar tambien la circulacién de vehiculos, en las naves, que puedan rozar o
chocar columnas, aunque su velocidad es pequeiia, provocan dafios en parantes, diagonales y bases.

Europeo

Con los mismos datos anteriores, se verifica la barra con la reglamentacion europea:

alas c/tr < 10€ = 10V2,4/2,55 =9,7 ¢/t=4,5/1,13 = 3,98  (pag. 107)
alma d/tw < 33€ = 33V 2,4/2,55 = 32 d/tw = 17/0,75 = 22,66 (pig. 105)

con estos resultados no existira pandeo local antes de la carga critica. Entonces segin eje y-y:
A = 0,485 sesmnns Y = 0,9282 -----—-=— Nky =0,9282x 2,55x 2 x 33,4/ 1,1 = 143,74 t

i
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LR+ 1,51 = 1,35%x0.5 4 1.5%0.5 = 1425 ~eseurcees >N =96 x 1,425 = 136,8t
143,74t > 136,8t  buenas condiciones.
segun eje z-z

Se determinara primeramente la carga critica como columna total:

5 . |
}\.I =1 A ?. dj — T 2x334 . (234,64) = 2248
zAd ho(a/2) 2x 1,74 30x1732 ’

2 2 2
A =V Ay + Al = \/ (46,6665’+ (22,48) =51,78  para Et/E =1,00
buscando la verdadera relacién y tomando Ok = 2,461 t / cm’

X Axlck 02 OF Jon ~ Ak = 52
V©o.20¢ —(Gx-08 o) |

A Tw\E

21 2
B '1—-(-@—1—9‘1) = |4 RIOL =200 5 usas0 = 032
E OF~GCp 2,550 — 2,04

s = (46,6665 + 0,32 (2248) = 4837 <icons —=Aa = 0,537 a7} = 0,8945

ahora para un valor de Gk = 2,472 ~—-—- Et/E=0,282 s Azi = 48,16 —a Az = 0,534

¥ ya no es mucho lo que se gana, por eso se prosigue el calculo con Acz = 0,534
Nkz = 0,8959 x2,55x2x 33,4/ 1,1 = 138,73t > 136,8t buenas condiciones.
Se calcula ahora la carga critica segiin la reglamentacion europea, para comparar con la anterior.

3
1/Sv=2d/(naheEAd) = (34,64 f/(34,64x3ozx 2100x 1,74) = 0,0003649. 4

N =T EJe/fx = T x2.100x 15.030 /706" = 635,741

Nki

Nii/[1+(Nki/Sv)] = 635,74 /[ 1 +(635,74 x 0,0003649)] = 516,03 t
Wo = 700/500 = 1,40 cm Wimax = 1,40/ 1—(138/516,03)] = 1,911 cm
Mmix = 138 1,911 = 263,73 tem No = 138/2 + 263,73 /30 = 77,79t
esbeltez local Allocal = 34,64 VAR VAL UKy S— P P— - =10

B



Ing. Omar Miiio

Nk = 1,0x2,55x33,4/1,1 = 77,43t = 77,79t  buenas condiciones

comparando los Nkz: 138t y 138,73 t. puede verse que prevalese ligeramente la carga critica de

pandeo de barra local , de lo que se desprende que con OL > 60° se garantiza el pandeo como
columna total. 4

Qmax = TMmix/} = Tx263,73/700 = 1,184t

Dd = Qmix/ (2 sen 60°) = 1,184 /(2 x 0,866) = 0,684

Ad = 34,64 /0,57 = 60,77 ——rr-Acd = 0,674 -} = 0,73455 (curva c)

Dxd = 0,73455x 2,55 x ],74/ 1,1 = 2,962t > 0,684t

segun reglamento pag. 171 ecuacion (349): Acd = 0,35 + 0,7x 0,674 = 0,82 =) =0,6416
Dkxd = 0,6416x 2,55 x 1,74/ I, = 2,588t > 0,684t buenas condiciones.

Puede observarse que de acuerdo a la reglamentacion americana, respecto de ambos ejes la
barra no esta en buenas condiciones ( no tiene el coeficiente de seguridad requerido: 1,40 para las
96t, el existente es tan solo de 1,33 pues 96 x 1,33 = 127,68t = 127,57 t) pero de acuerdo a la
europea si esta en buenas condiciones Existen ademas diferencias en las cargas criticas en ambos
ejes:

Pery = 131,212 t (americano) Nky = 143,74 t (europeo)

Se observa una diferencia aproximada del 9,6% entre ambas cargas criticas.

Perz = 127,57 t (americano) Nkz = 138,00t (europeo)

Se observa una diferencia aproximada del 7,7% entre ambas cargas criticas. Observandose que
los estudios europeos admiten mayores cargas, y asi lo demuestran los ensayos realizados.

Con respecto a los esfuerzos cortantes se tiene:

Qméax = 2,55t (americano) Qmix = 1,184t (europeo)

Y aqui si, como se observa la diferencia es abismal, con la salvedad que los europeos este

problema lo tienen bien estudiado y ensayado en sus laboratorios, y por lo tanto sus resultados son
acordes con la realidad.

Si se hubiese simplificado la ecuacidn que brinda Am (americana) se tendria:

2 2 V
Amz = \/ Az + Al = \/ 46,666+ (34,64 / 1,87)2 = 50,2 difiere muy pocode Amz= 49,54

La solucion del problema segiin norma americana, seria incrementar la seccion tomando IPN 220
con una separacion de 25 cm, con una diferencia de 10 kg / m en mas en este ultimo caso.

6
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Verificacién de pandeo por torsién.

Con los datos anteriores, se puede calcular la carga critica:

Fe = 27747 tem™ wommeemeee 2 A o = 0,095865 --ennmmercmm ==y = 1,00 (curva c)

Py =y Fy A/l,l = 1,00x2,55x33,4x2/1,1 = 154,85t > 138t (pandeo por flexi6n)

Existe predominio de pandeo por flexion..

Verificacién del pandeo por flexotorsion de la diagonal, y posibles cargas que inciden

El planteo del problema es igual al anterior, ecuacién cubica, de su solucién tomar la menor
de las raices:

XL T— =Ao=V2,55/6919 = 0,6071 7= 0,706 (curva c)
Dika=%Fy A/l,l = 0,7060x2,55x1,740 ---= 3,133t > 2,588 t (pandeo por flexién)

Lo mismo que en el caso anterior, se deben considerar la carga del operario, y la circulacién
de vehiculos a muy baja velocidad, posibles rozamientos y choques.
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Ejercicio 3 - Disefiar una columna con perfiles [PB, unidas con diagonales de angulos iguales,
para una carga de 536 t, simplemente apoyada, y una luz de 12 m,la carga esta compuesta por el 30%

de carga muerta y el 70% de carga viva, y segun el eje material esta arriostrada en la mitad de la luz.
Se adoptan dos perfiles IPB 400, separados de 50 cm, los datos son los siguientes:

D ATOS: perfil doble te IPB 400 mm

b‘! A=198x2=3%cnt  Al=198cni® iy=17,1 cm

i

s . P

o } 1= 740cm - Oor=2,50t/cm b=30cm

\

a .
tw=135cm t=240cm Jz=10.820 x 2 =21.640 cm¥

Jy=57.680x2 =

E=2100t/cnf G =807,7t/cm?
. =115.360 cm”

Americano

b/2t<Ar - (alas)

4 30 / (2x2,4)=625 < 0,56V (2.100/2,5) =16,23

} 536t
alma he/tw=29,8/1,35=22,07 < Ar=1,49V 2.100/2,5 = 43,18

o 12m ———=f

con estos resultados no existira pandeo local antes de la carga critica.
' = P=536x 1,48 =793,28 t

12D + 1,6L = 1,2x0,3 + 1,6 x0,7 = 1,48

con respecto al eje material y-y:
Ay=600/17,1 = 35,08 ~———= Acy = 0,385 ——————=7 =0,79886

Per =0,79886 x2,5x2x 198 =790,87t < 793, 8t malas condiciones.

con respecto aje inmaterial z-z: (angulo de las diagonales OL = 60°)
Jz=247.500 cm*  rz=25cm rib= 7,40 cm Az=1.200/25 =48

oL =50/2x7,40 = 3,378 A1=57,735/7,40=17,80

Amz = a8+ [0,82x3,378/(1 + 3,379,”)]_(7,80)a = 48,47 ———>Acmz = 0,53

X =0,75572 -—-om Per =0,75572 x 2,5 x 2 x 198 = 748,16t < 793,28 t malas condiciones
8
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| NP -
si se hubiese usado la esbeltez simplificada seria; Am="V 48 + 7,80 = 48,63 error minimo.

Se sigue analizando el problema aunque ya estd en malas condiciones, ; cual seria el valor del
verdadero coeficiente de seguridad ?, el valor seria de 1,3958, pues 536t x 1,3958 = 748,15 t, pero
éste es insuficiente porque 1,3958 < 1,48 malas condiciones. Para que la barra esté en buenas
condiciones la carga de servicio debe ser P =505,5t, pues 505,5 x 1,48 = 748,14 t.

Pandeo local Ai=57,735/7,40 = 7,8 - > At = 0,085 —=-nmm =Y =0,84743

Per =0,84743 x 2,5 x 198 =419,78 t
y esto tampoco esta garantizado, ya que la barra et solicitada por una carga factoreada P =.793,18 t,
que suponiendo que trae la mitad seria Pl = 793,18 / 2 = 396,19 t, y lo que suma la flexion es en
promedio 8% seria 396,19 x 1,08 =427,89t > 419,78t malas condiciones.

Qmix = 0,02 Pa=0,02x 748,16 =14,96t y deberia ser si todo estubiese bien

Qmix = 0,02x793.28t=1586t

pero el corte siempre esta en relacion con la carga critica.de la barra.

D = 1496/2x0,866=18,637t eligiendo angulares de alas iguales 55 x 5 mm

¥

Al=532cm®  imin=107cm A min = 57,73 / 1,07 = 53,95 ——» A min = 0,592

X = 0,73476 - ——=Dkd = 0,73476x 2,5x 5,32 = 9,77t > 8,637t
Verificaciéon de pandeo por torsién. En secciones de doble simetria, debe comprobarse
pandeo por torsién. En estos perfiles I P B 400, separados de 50 cm y unidos con diagonales de

perfiles angulares, se ha determinado con ecuacién (61), los valores del médulo de alabeo Cw, y del
modulo de rigidez torsional Ji con ecuacion (34), y su calculo en pagina 11

h=50 cm hy =37,60 cm Jy=57.680 x 2 =115.360 cm? J,1=10.820 cm?

G =807,7t/cm? Jo=118.340 cm* J,=247.500 cm* C., = 79.748.442 cm®

la tension critica ideal de Euler, para esta seccién armada es: (ver publicacién del autor “Pandeo
por torsi6n y flexotorsion; de 2.005 ecuacién 25 pag. 62, pag.50, 51 y 52 de pag.65)

2 3 T o -
1 [ n2EcCw 1 Ix? 2,100 x 79.748.442 ~
Fetr == | ===+ G J,|= : 2 + 807,7x118.340] = 266,58
et Jp[ 12 Y 362860]  (1.200)2 8

9
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Ne= VFy/Fe = V 2,50/266,58 = 0,09684 —-rcrececere- > y = 0,8467
Per, = 0,8467x2,50 x 198 x2 = 838,233t > 748,16t (pandeo por flexion)
con estos resultados, predomina la carga critica de flexion segiin eje inmaterial.

Se podria haber seguido otro camino, calculando el radio de giro de torsién:

1

Cy + 0,039 J, (KL)2 1/79.748.442 + 0,039x118.340x (1. 200) —

c = 136,14
Jp 362.860

A= 1200/ 136,14 = 8,814 ---——x - A= (8,814/1:)(\] 2,50 /2.100) = 0,09680

llegandose a un resultado similar al anterior.

En estos perfiles, no debe verificarse pandeo por flexotorsion,, si, se se realiza la comprobacion
[“Pandeo por torsién” del autor 2.005, pagina 67 ecuacion (63)] que brinda:

Avi = A, ip/c <A, .7 48,47x42,1/164,847 = 12,37 < 48,47  (no existe
predominio de pandeo por torsion).

ip=1iy + i, = 17,1 + 25 = 42,1

oo 1/ Cut 003917y, /79.748.442 + 0,039x(1.200)° x 118.340 _ ;¢4 047
71, 247.500

En la mayoria de los casos de perfiles laminados europeos, la carga critica de pandeo por

torsion, es mayor que la de flexion.
Queda todavia por verificar pandeo local a torsion, de la ban1ta de 57,73 cm del perfil 1 400,

que h/b <1 no debe verificarse: 40/30=1,33.
re= \/ Cw+0,039 % (KL)?/Jp -= V3.824.221 +0,039x357,x(57,73)* / 68.500 = 7,517
A=57,73/7517=7,68 ho=(7,68/m).[2:50/2.100 = 0,084347 ——rmmm 3, = 0,8474
Per,t=0,8474x2,50x 198 = 419,463 t < 419,78 t (pandeo por flexién)

Predomma la carga de pandeo por torsnon, ante las cargas de pandeo por ﬂex1on

Verlﬁcaclon de pandeo por flexotorsién de la dlagonal, y otras cargas que mclden sobre ella

Por ser un angular, y no hay coincidencia entre el centro de gravedad y el centro de torsion,:
existe pandeo por flexotorsion, segilin los ejes y-y, y z;z,(ver figura) ademas de pandeo por flexion
segun el eje minimo de inercia que fue calculado anteriormente (Ver pandeo por flexotorsién del
autor, 2.005, y las ecuaciones de pagina 79), debiendose comprobar si la carga critica de flexorsién
no es menor que la de flexion

Aa=57,73/1,66=34,78 ro=‘/( 1,662 + 1,27°) 2 =2,956 cm Cw = 1,00 cm®

10
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H=1- (1,27°x2)/2.956> = 0,63 Fey=Fe,=72.100/34,78% = 17,134 t/cm®

Fee = {(n°x2.100x1,00)/(57,73)° + 807,7x0,4375} /632 x2,9562) = 7,73543t/cm’

Con estos valores se plantea la ecuacion de tercer grado (56) de 55x5 Aq4=532 cm’
pagina 79, de la publicacién “Pandeo por flexotorsién” del autor & iZ, /j
0,63 (Fe)” - 35,67804' (F)” + 558,6516F - 2270,92 21 =0 Ty '/.
resolvindold, se obtienen las tres raices de la ecuacion: % :.,/ l\ ; \_y,
Fe1 = 33,18162593't/cm”  Fe2 = 635440143268076 t/cm” /j ' ?«?fsi' %
Fe3 =17,09578215381t/ cm’ Ac= v 2,50 /6,35440 1= 0,62724 2

x=0,7209 Dcq=0,7209x2,50x5,32 =9,58797t>8,64t (solicitacién) 9,77 t (critica ﬁor flexion)

Puede observarse en este caso, que predomina pandeo por flexotorsion, frente al pandeo por
flexién, la diagonal esté solicitada por 8,64 t y lo que resiste por flexotorsion es.9,588 t, diferencia
en menos del 1,90 %, que es inadmisible, y la diagonal debera tener seccion, por ejemplo deria ser
de 55 x 6 mm.

Si no existiese otra solicitacién de carga, todo este calculo es correcto, pero no olvidar la carga
del operario, que usaré las diagonales de la columna como peldafios de escalera, se estima la carga
del operario con caja de herramientas, entre 100 Kg y 120 Kg , y por lo tanto esta carga provocara
flexion en la diagonal, pandeo lateral flexotorsional, como tambien pandeos locales, que habra que
verificarlos en su conjunto, y es muy posible que el angular deba ser mayor que 30 x 3.

Cilculo de pandeo por flexion con parantes de IP B 450.

La columna esta en malas condiciones, y no es cuestion de la diagonal. Si se separan mas los
perfiles las diagonales seran mas largas, y esta no sera la solucion, pues la separacion tendria que ser
bastante grande. Se incrementa la seccion del perfil tomando IPB 450, separados de 45 cm, y los
datos son:

A=218cm>  Jy=79890x2=159.780cnit  ry=19,lcm  Tib=7,33 cm

t=2,6 cm tw= 1,40 cm b=30cm or=2,5t/cn®  Jgi=11.720cm’

si se verifica el perfil, se constata que no existe pandeo local antes de la -
carga critica de pandeo.
Segun eje y-y:

Ay =600/19,1 = 31,41 ——-—n-m Ay = 0,345 -~ = Y, = 0,8087

(\X¥
—51,96——+

Per = 0,8087x2,5x2x218 = 881,48t > 793,18t  buenas cond.

Segun eje z-z: 1,1=7,33 cm -c-ﬁi(ﬂiqlr

1
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22=2207125cm*  z=225cm Az=1200/22,5=5333 o =45/(2x7,33)=3,07

n ‘
Az =V (53,3335 + [0,82x 3,07/ (1 + 3,0P))( 51.96 /1,33f = 53,68
Acmz = 0,589 —mmm- =) =0,73476 Por = 0,73476 x 2,5 x 2 x 218 =800,89 t > 793,18 t
y ahora si da en buenas condiciones.

Pandeo local Allocal = 51,96 /7,33 = 7,09 --concmrmmmn AcLigeal = 0,0778 —mmmmeme - =0.84773
Perlocal = 0,84773 x 2,5x 218 =462,01t .

Suponiendo que cada parante tiene la mitad de la carga critica: 400,445 t, la influencia de la flexion
en promedio 8%, la total seria 432,48 t < 462,01 t, y puede verse que el pandeo local esta

garantizado con QL = 60°.
Qmax = 0,02 x 800,89 = 16,02 t Dmax = 16,02 / (2x0,866)=9,251 V
Angular 55 x 5 Ad = 51,96 / 1,07 = 48,56 —--mm-m ST k) J— > Y =0,7557
Dk =0,7557x2,5x 5,3_2 =10,05t > 9,25 t l_)genas condiciones.

Si se tiene en cuenta el momento de inercia propio de cada perfil J,; , s¢ incrementa la inercia
de J,, obteniendose: '

J,=220.725+11.720x2 = 244.165 cm* 1= 23,66 cm Az=1.200 /23,66 = 50,70

Amz=51,06 2o, mz = 0,56077 sm ) = 0,74544

Perz =0,74544x2,50x218x2 = 812,5296t> 793,28 t diferencia con la anterior de 1,43.‘,’/-6

No es mucho lo que se ha ganado, y con el célculo anterior la carga critica es menor (se esta del
lado de la seguridad, habria un pequefio sobredimensionamiento).

Qmax = 0,02 x 812,5296 = 16,25t diferencia con el anterior de 1,4 %.
Dmax = 16,25/(2x0,866) = 9,382t
Angularde 55x6mm A4 = 51,96/1,07 = 48,56 s A g = 0,533 - Y = 0,7557

Der = 0,7557x2,5%x6,31 = 11,921t > 9,382
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Verificacién de pandeo por torsién, barra armada. En secciones de doble simetria, debe
comprobarse pandeo por torsion. En estos perfiles I P B 450, separados de 45 cm y unidos con
diagonales de perfiles angulares 55 x 6, se ha determinado con ecuacion (61), los valores del
moédulo de alabeo Cw, y del modulo de rigidez torsional Ji con ecuacion (34),

h=45cm hy = 42,40 cm Jy=79.890x2 = 159.780 cm* J1=11.720 cm”

G =807,7t/cm? J, = 129.439 ¢cm* J,=244.165 cm” C., = 91.423.499 cm®

la tension critica ideal de Euler, para esta seccion armada es: (ver publicacion del autor “Pandeo
por torsion y flexotorsién; de 2.005 ecuacion 25 pag. 62, pag.50, 51 y 52 de pag.65)

2 _ 2 :
For=1 |2 ECw, G5, 4-—-——1——[" 2.100x 91.423.499 +807,7x129.439] = 262,075_t
Bl L T 403.945 (1.200) .
cm
Ae = VFy[Fe =  2,50/262,075 = 0,09767 ~—remreemem- > ¥ = 0,8466

Per,y = 0,8466x 2,50 x 218 x2 =922,794t > 793,28 t (pandeo por flexion)

con estos resultados, predomina la carga critica de flexién seglin eje inmaterial, pandeo por
flexion 812,5296t. y pandeo por torsion 922,794 t.

Se podria haber seguido otro camino, calculando el radio de giro de torsion:

Cu + 0,039 (KL)® _\ [91.423.499 + 0,039x129.439x(1.200)> _ 134 90
Iry= ~= \ - P

Tp 403.945
A=1200/134,99 = 8,88955 - — A= (8,88955/m) (\) 2,50/2.100) = 0,09763

llegandose a un resultado similar al anterior.
En estos perfiles, no debe comprobarse pandeo por torsion, si, se se realiza la comprobacion
[“Pandeo por torsién” del autor 2.005, pagina 67 ecuacion (63)] que brinda:

Avi = A, ip/c <A, .. 50,72 x42,76/ 173,627 = 12,49 < 50,72  (no existe
predominio de pandeo por torsion).

ip=1y + i, = 19,1 + 23,66 = 42,76

* i 2 = 2
.- \/cw +0,039L° J, \/ 91.423.499 + 0,039 x (1.200°x 129439 _ 173 o

J, 244.165

~ En la mayoria de los casos de perfiles laminados europeos, la carga critica de pandeo por
torsion, es mayor que la de flexién.

Queda todavia por verificar pandeo local a torsion, de la barrita de 51,96 cm del perfil 1 450,

re= \/cw +0,039 J; (KL)* [ Jp = \/ 5.267.437 + O,O39x390,3,x(51,96)2/ 91.610 = 7,612

13
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A=51,96/7,612=6,826 Ae=(6,826/T) |[2,50/2.100 =0,074968 ———=- = 0,8480

P, =0,8480x2,50x218 = 462,16t > 462,01 t (pandeo por flexién)

Predomina la carga de pandeo por flexion, ante las cargas de pandeo por torsién, podria decirse
que ambas coinciden, es muy pequefia la diferencia.

Verificacion de pandeo por flexotorsion de la diagonal, y otras cargas que inciden sobre ella.

Por ser un angular, y no hay coincidencia entre el centro de gravedad y el centro de torsion,
existe pandeo por flexotorsion, segin los ejes y-y y z-z (ver figura) ademas de pandeo por flexion
segun el eje minimo de inercia que fue calculado anteriormente (ver pandeo por flexotorsion del
autor, 2.005, y las ecuaciones de pagina 79), debiendose comprobar si la carga critica de flexorsion
no es menor que la de flexién (angular de 55 x 5§ mm)

Aa=51,96/1,66=31,30  r,=V(1,66°+126>).2 =2947cm  C, = 1,687 cm®

H=1-(1,26"x2)/2,947% = 0,634 Fey=Fe,=n"2.100/31,30>=21,155% t / cm’
Fer = {(n°x2.100x1,687)/(51,96)" + 807,7x0,7488 } /(6,31 x2,947%) = 11,275t/ cm’
Con estos valores se plantea la ecuacion de tercer grado (56) de 55x6 A4=6,31 cm?
pégina 79, de la publicacién “Pandeo por flexotorsién” del autor P,
= N |2 &
0,634 (F)® —45,852186 (Fo)* + 924,64 F, - 5046,39 = 0 X i
resolvindol4, se obtienen las tres raices de la ecuacion: L
2 2 -) - __.___.}_'\_.I J
Fo1 =42,280895053694t/cm®  Fep = 8,90809328666671t/cm P I
L sl R
Fe3 =21,13307159654t/cm®  A.=V2,50/8,9081: = 0,5297 <08 Yo N
zl

Alser A ;< 0,8, la longitud critica de de la diagonal es (k.d), siendo k = 1,00,
si fuese mayor A.> 0,8 serdk =1,3 (reglamentacién norteamericana y
proyecto de regl. Argentino).

X = 0,7558 ——~-——-— D, = 0,7558 x2,5x 6,31 = 11,923 t > 9,382 t buenas condiciones.

Puede observarse en este caso, da en buenas condiciones, pero predomina la carga critica de
pandeo por flexotorsion (11,923 t), frente a la critica de pandeo por flexién (11,921 t), la diagonal
esta solicitada por 9,382 t , si las cargas que sollc1tan a la ban‘a armada aumentan, llegaria la
diagonal al colapso por ﬂexotomén 6 flexi6n -

Si no existiese otra solicitacion de carga, todo este cé.lculo es correcto, pero no olvidar la carga
del operario, que usara las diagonales de la columna como peldafios de escalera, se estima la carga
del operario con caja de herramientas, entre 100 Kg y 120 Kg , y por lo tanto esta carga provocara
flexién en la diagonal, pandeo lateral flexotorsional, como tambien pandeos locales, que habra que
verificarlos en su conjunto, y es muy posible que el angular deba ser mayor que 55 x 6 mm.

14



ing. Omar Miiio

Se debe tener presente, que la diagonal fue considerada como simplemente apoyada, como lo
pide el reglamento, pero en realidad si estd sujeta como minimo con dos bulones, se genera un
empotramiento, que habra que evaluarlo, como asi tambien si la unién es por cordones de soldadura
(capitulo B y E de la reglamentacion norteamericana y el proyecto de la reglamentacién argentina)

Europeo

Con respecto a la reglamentacion europea, se adoptan los perfiles primitivos IPB 400
separados de 50 cm, y con O =45°, cuyos datos se dieron al principio.

2

alas  c/tr< 10€ = V24/25 = 98 ¢/tr = 15/2,4 = 625 < 9,8

alma d/tw <33€ =33 V2,4/2,5 = 32,33 d/tw = 29,8/135 = 22,07 < 32,33
con estos resultados, no habra pandeo local antes de la carga critica.

135D + I,5L = 1,35x0,3 + 1,5x0,7 = 1,455 N = 536x 1,455 = 779,881
Con respecto al eje material y-y: Ay = 600 /17,1 = 3508

Acy = 0,385 =) = 0,9569

Nky = 0,9569x2,5x 2 x 198/1,1 = 861,21t > 779,88t

Con respecto al eje inmaterial z-zz Az = 1200 / 25 = 48
J: = 247.500cm* iz = 25cm iz = 7,40 cm

Diagonales de angulares de alas iguales 50 x5 mm, imin=0,98 cm,

Verificacion como barra total: ¢ =45°, A1= 4,80 cm®

. . 2
33,92 Az = Y 48"+ 33,92 = 58,77

0,395 reemplazando en la ecuacion de Ayi

I

M= Y 198 x (70,7)/ (4,80 x 50* 50)

con Ok = 2,389 e E{ / E = 0,39472

I

Azi = \f 48+ 0,395 x (33,92)z= 52,52 =emmmmeeeim AZi = 0,576 ==—me-m (. = 0,8790
Niz = 0,8790x2,5x2x 198/ 1,1 = 791,1t > 779,88t  buenas condiciones.

Segun la norma europea es:

1/Sv = (70,7)3/(100x502x 2.100 x 4,80) = 0,0001402. _td_

Nki =T x 2.100 x 247.500/ (1.200) = 3.562,31 t Nki=Nki/[1+(Nki/ Sv)] = 2.375,77t
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Wo = 1.200/500 = 2,40 cm Wmax = 2,40 / [1—(787/2.375,77)] = 3,589 cm
Mix = 787 x 3,589 = 2.824,54 tem NG = 787/2 + 2.824,54 /50 = 449,991
Atlocal = 100/7,40 = 13,51 —omeemmmev = Acllocal = 0,148 —~————nY =1,0 (curva b)

Nklocal = 1,0x2,5x 198/ 1,1 = 450t = 449,99t buenas condiciones.

787 t es la carga critica de pandeo local, pero la solicitacion factoreada es de 779,88 t, por lo que
se estara en muy buenas condiciones.

La carga critica como columna total es de 791,1 t, y la de pandeo local es de 787 t, con lo

qug ;]ueda demostrado que la de pandeo local es menor que la de pandeo total en este intervalo de
esbeltez. '

Qmix = TMmix /b = T0x2.824,54/1.200 = 7,395 t

Dd

i

Quix [ 2 senct = 7,395/2x 0,707 = 5,23 ¢

Ad

(l

70,7/ 0,98 = 72,14 e Acd = 0,792 e Y = 0,6608 (curva c)
Dkd = 0,6608 x 2,5 x 4,80/ 1,1 = 721t > 523t buenas condiciones.

Segun reglamentacion europea pag. 171, ecuacion (349):

Aed = 0,35 + 0,7x0,792 = 0,9044 -—enoneeoee X = 05901
Dkd = 0,5901x2,5x4,80/1,1 =6,44 > 523t buenas condiciones.

Verificacién de pandeo por torsién, barra armada. En secciones de doble simetria, debe
comprobarse pandeo por torsion. En estos perfiles I P B 400, separados de 50 cm y unidos con
diagonales de perfiles angulares 50 x 5, se ha determinado con ecuacion (61), los valores del
médulo de alabeo Cw, y del modulo de rigidez torsional Jt con ecuacion (34),

h=50cm hy =37,,60 cm Jy=57.680x2 = 115.360 cm4 J,1=10.820 cm4
G =807,7 t/cm’ J,= 118.340 cm* 1, =247.500 + 10.820 x2 = 269.140 cm*
C,, = 79.748.442 cm®

Ja tensién critica ideal de Euler, para esta seccién armada es: (ver publicacién del autor “Pandeo
por torsién y flexotorsion; de 2.005 ecuacion 25 pag. 62, pag.50, 51y 52 de pag.65)

2 ) 2

1| nE Cw 1 [a? 2.100x79.748.442

Fo= | B 4 GR|= +807,7x 118340 | = 251,576 t
ot Jp[ L t-] 384500 (1.200)° _ _J 3

cm
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Ae = VFy/Fe = V2,50/251,576 = 0,099686 -—--remmennm- — % =1/1,1=0,9091 (curva c)
Per,; = 0,9091x2,50 x 198 x2 =900,01t > 779,88 t (pandeo por flexion)

con estos resultados, predomina la carga critica de flexién segin eje inmaterial, pandeo por

flexion 791,1 t. como barra total y pandeo por torsién 900,01 t como barra total, y de pandeo local
787 t. en barra total, siendo esta Gltima la menor de todas.

Queda todavia por verificar pandeo local a torsién, de la barrita de 100 cm del perfil T 400,

I = \/cw+0,039 L (KL)?/Jp= \/3.324.221 +0,039x357x(100)* /68.500 = 7,60
A=100/7,60=13,15 A= (13,15/m)./2,50/2.100 =0,1444 -y = 1/1,1 = 0,9091
Per.t=0,9091x2,50x 198 = 450,00t > 449,99 t (pandeo por flexién)

La carga critica de pandeo por flexion, y la carga critica de pandeo por torsion, son iguales en
este caso particular, que ambas coinciden.. -

Verificacion de pandeo por flexotorsion de la diagonal, y otras cargas que inciden sobre ella.

Por ser un angular, y no hay coincidencia entre el centro de gravedad y el centro de torsion,
existe pandeo por flexotorsion, segin los ejes y,-y; y 2z-z, (ver figura) ademés de pandeo por
flexién segun el eje minimo de inercia que fue calculado anteriormente (ver pandeo por flexotorsion
del autor, 2.005, y las ecuaciones de pagina 79), debiendose comprobar si la carga critica de
flexotorsion no es menor que la de flexion (angular de 50 x 5 mm)

Aa=70,7/1,51=4682  ro=V(1,51% + 1,15%) .2 =2,684 cm

Cy = 0,74425 cm® Jo=0,39583 cm*

H=1- (1,15"x2)/2,684% = 0,633 Fay=Fex =1 2.10q/46,822= 9,4549t [cm’

Fer = {(*x2.100x0,74425) /(3'0,7)2 +807,7x0,39583 } /(4,30 x2,684%) = 93351t / cm?

Con estos valores se plantea la ecuacion de tercer grado (56) de 580x5 Ag=480 cm’
péagina 79, de la publicacion “Pandeo por flexotorsion” del autor N B A

3 2 NI/
0,633 (Fe)” —24,4733 (Fe)” + 265918 F,, - 834,503 = 0 vl -/ﬁ N
resolvindol4, se obtienen las tres raices de la ecuacion: . L\
N “i‘?‘

Fe1 = 23,82821313235354 t /cm2 Fep = 5,84900981371191 t /cm2 % z N\

Fe3 = 9,45911196704675 t/om®  h.=2,50/5,849 = 0,6538
X =0,7480/1,1 = 0,6800 -~ D =0,6800 x2,5%4,80 = 8,16t >5.23 t buenas condiciones.

Puede ob_scrvarse en este caso, da en buenas condiciones, pero predomina la carga critica de
pandeo por flexion (6,44't), frente a la critica de pandeo por flexotorsion (8,16 t).

17



	18: 
	17: 


